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Automóviles

por

Isaac Felipe Zúñiga Arias
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gatorio de Automóviles”, y es propiedad de su autor Isaac Felipe Zúñiga Arias. De
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Resumen

En el presente documento se propone la utilización de una Cadena de Mar-

kov con población abierta aplicado sobre el denominador de la tarifa de riesgo

del Seguro Obligatorio Automotor. Dado que el seguro funciona como régimen

de reparto, este distribuye los gastos futuros sobre los veh́ıculos que pagarán el

derecho de circulación. Esto resalta la necesidad de conocer hoy cuáles son los

veh́ıculos que pagarán en el futuro, lo que conlleva a no solo estudiar la dinámica

estocástica de pago dentro del páıs, sino conocer el ingreso de veh́ıculos nuevos

o no inscritos que año con año adquieren el seguro. De aqúı el hecho que el mo-

delo propuesto sea de población abierta para considerar el ingreso sistemático de

veh́ıculos nuevos conforme a la demanda nacional. Para este fin se propone utilizar

modelos autoregresivos y de media móvil con covariables que proyecten el flujo

hacia adentro de veh́ıculos considerando la influencia del mercado.

La dinámica estocástica de pago se encuentra intŕınsecamente descrita por la

cantidad de periodos atrasados que cada veh́ıculo acumula, cuando un veh́ıculo

tiene, en el n−ésimo periodo de cobro, cero periodos de atraso acumulados, quiere

decir que al final del periodo tal veh́ıculo se encontró al d́ıa y por lo tanto pagó en el

n−ésimo periodo. Si la cantidad de periodos acumulados es mayor a cero implica
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que el veh́ıculo no solo no pagó en el n−ésimo periodo sino que dependiendo

de la magnitud de los periodos acumulados pudo no haber pagado en periodos

anteriores.

Esta situación describe una cadena de Markov para la variable de periodos de

atraso donde la transición es clara, si un veh́ıculo paga su contador de periodos

atrasado se reinicia y toma el valor cero. En caso contrario, el contador agrega

un periodo más al acumulado anteriormente. Esto justifica las transiciones entre

estados, donde cada estado es la cantidad de periodos atrasados acumulados en

un periodo espećıfico.

La metodoloǵıa describe el ajuste de las probabilidades de transición, la ma-

nera en la cual se incorpora el ingreso de nuevos veh́ıculos a la cadena y una

evaluación predicativa sobre los modelos candidatos para proyectar estas nuevas

poblaciones. Además, se implementa la simulación estocástica derivada del mo-

delo y se calcula el CVaR como medida de riesgo. Lo anterior ha sido aplicado a

datos reales proporcionados por el Instituto Nacional de Seguros. Finalmente, se

analizan las limitaciones y recomendaciones sobre la utilización del modelo pro-

puesto, aśı como describir futuras posibles publicaciones para variaciones en la

implementación.
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3.1. Estimación de la Cadena de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1.1. Población y Distribución Inicial . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.1.2. Probabilidad de Transición . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2. Ajuste de la Probabilidad de Transición . . . . . . . . . . . . . . . 31

xi



3.3. Enfoque Learning/Testing para el Modelo SARIMAX . . . . . . . 35
3.3.1. Tratamiento de Covariables . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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1 — Introducción

El Seguro Obligatorio para los Veh́ıculos Automotores fue creado en el año

1973 y es regulado por la Ley No. 9078 del 26 de octubre del 2012. Desde su crea-

ción ha sido un seguro de cobertura limitada la cual se establece de acuerdo con

lo normado en el art́ıculo 61 de la Ley de Tránsito por v́ıas Públicas Terrestres

y Seguridad Vial, N° 9078 y el art́ıculo 4 del Reglamento de Seguro Obligatorio

para Veh́ıculos Automotores. Cubre la lesión y la muerte de las personas, v́ıctimas

de un accidente de tránsito, exista o no responsabilidad subjetiva del conductor.

Además, ampara la responsabilidad civil por lesiones a las personas como conse-

cuencia de la posesión, uso o mantenimiento del veh́ıculo.

El Seguro Obligatorio Automotor, de aqúı en adelante SOA, se fundamenta

en un esquema financiero de reparto anual, en donde los ingresos corrientes en

primas que aportan los propietarios de veh́ıculos durante el año deberán equilibrar

las obligaciones contráıdas en el mismo ejercicio (prestaciones en dinero, médico-

sanitarias y de rehabilitación).

Actualmente, el proceso de tarifación del SOA consiste en el cálculo de una

prima comercial espećıfica para cada uno de los siete tipos que se encuentran en

el parque vehicular, estos son los veh́ıculos particulares, motocicletas y bicimotos,
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veh́ıculos de carga pesada, de carga liviana, taxis, buses y veh́ıculos de equipo

especial. El cálculo de la prima comercial parte de una prima de riesgo que se de-

fine intuitivamente como la cantidad de siniestros entre la cantidad de veh́ıculos

para un tipo de veh́ıculo fijo. Esto garantiza una prima equitativa y diferencia-

da en donde los siniestros asignados a un tipo de veh́ıculo se ven subsanados

directamente por los pagos únicos de prima fija durante el año.

La tarifación actual y la mayoŕıa de modelos basados estrictamente en series

de tiempo pueden presentar una serie de limitaciones a la hora de ser puestos en

producción. En la mayoŕıa de casos los modelos tienden a no recrear la dinámica

estocástica intŕınseca del pago. Por otro lado, muchas de las consecuencias ob-

servadas en el pago se derivan de efectos proyectados sin interacción entre ellos

mientras que la realidad dicta un origen común, lo que puede llevar a contradic-

ciones entre modelos. Esto resta aśı confianza a los resultados finales. El modelo

presentado en este trabajo logra capturar esas dependencias utilizando estados

dentro de una cadena de Markov, lo que resulta ser una excelente estrategia para

obtener varios resultados consistentes entre ellos.

Las cadenas de Markov se han utilizado en gran variedad de aplicaciones, por

ejemplo, han sido utilizadas para calcular costos esperados de un determinado

inventario,1 para proyectar dinámicas complejas en análisis actuariales2 de em-

presas con grandes planillas como se describe en [Vı́quez et al., 2018] o de orden

demográfico como en [Morales Garay and Castro Esquivel, 2017] para reǵımenes

de pensiones. Para capturar la dinámica intŕınseca, en este trabajo se describirá

1En el caṕıtulo 2 de [Kulkarni, 2011].
2La utilidad de las cadenas de Markov ha sido fundamental para la labor actuarial como se

observa históricamente desde [Bowers, 1997].
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el proceso real de pago para los veh́ıculos que adquieren el derecho de circulación.

Se analizarán los datos que recorren este proceso y conformarán la dinámica es-

tocástica, para que eventualmente esta pueda ser modelada mediante una cadena

de Markov con población abierta.

1.1. Justificación

Se podŕıa describir el proceso de modelación de manera similar a la aplicación

del método cient́ıfico. En particular, en las ciencias actuariales resulta de vital

importancia que el modelo se adapte fielmente a la realidad de manera natural.

Simultáneamente, el producto final de un modelo tiene como objetivo servir como

insumo para la toma de decisiones. Este es el fundamento de la labor actuarial

donde, en śıntesis, los tomadores de decisiones no solo utilizan los datos históricos

para ejecutar su trabajo, sino también su valor esperado y conjunto de posibili-

dades para el futuro.

Al mencionar conjunto de posibilidades, se considera importante recalcar que,

dependiendo de la complejidad de las dinámicas, en muchas ocasiones no basta con

obtener solo el valor esperado, pues es necesario estudiar los casos extremos del

conjunto, en otras palabras, las colas de su distribución futura. Adicionalmente,

la razón por la cual obtener una distribución resulta eficaz radica en el valor

espećıfico de la esperanza del modelo, no solo cuando se observan varianzas altas

sino en el hecho de que la esperanza no tiene por qué ser una posibilidad en el

espacio de eventos.

En razón de lo anterior, se requiere diseñar un modelo que se adapte fielmente
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a la realidad, que logre obtener productos fiables para la toma de decisiones y

que simultáneamente caracterice la distribución de la dinámica. Basándonos en

estos criterios se observará que el modelo propuesto logra con éxito brindar una

distribución de la dinámica estocástica.

Adicionalmente, no se debe menospreciar las consecuencias de las decisiones

que influencian los resultados de las proyecciones. Para este caso en particular,

dado que las proyecciones resultan ser el denominador de la prima de riesgo para

el SOA, su valor influye inversamente el precio del seguro. Si bien este seguro

no forma parte del paquete tributario como tal, se paga al mismo tiempo que el

marchamo, lo cual afecta el desembolso de los ciudadanos que deseen hacer uso

del derecho de circulación. De esta manera se afecta a cualquier persona descrita

en el ámbito del seguro, entre ellas:

todas las personas f́ısicas y juŕıdicas, públicas o privadas, en su condición

de propietarias de veh́ıculos automotores que circulen dentro del territorio

nacional,

las personas f́ısicas o juŕıdicas que se dediquen o tengan para la venta veh́ıcu-

los automotores, nuevos o usados, o ensamblados en la etapa de bien final,

los propietarios o conductores de veh́ıculos de matŕıcula extranjera que ingre-

sen provisionalmente al páıs o los veh́ıculos que sean propiedad de cualquier

residente temporal y

las personas f́ısicas o juŕıdicas que tengan para la exhibición veh́ıculos au-

tomotores destinados a circular dentro del territorio nacional.
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1.2. Planteamiento

La obligatoriedad del seguro radica, en parte, en que cualquier veh́ıculo recién

ingresado al páıs debe estar cubierto. Por lo tanto, es de interés para la admi-

nistración del seguro cuantificar cuántos veh́ıculos ingresan cada año. Dado que

el SOA es de vigencia anual, cualquier veh́ıculo que entre al páıs por actividades

tuŕısticas, o para la venta, deben ser cubiertos por el periodo restante de la vi-

gencia. Las vigencias entre periodos consecutivos comparten el mes de noviembre,

esto quiere decir que cada vigencia inicia en noviembre del año anterior y termina

en el noviembre del año correspondiente.

Al ingresar al páıs, el veh́ıculo debe inscribirse en el Registro Nacional3 enton-

ces en cada periodo únicamente tiene dos opciones, pagar el seguro y el paquete

fiscal asociado o no pagar. Se deben tomar en cuenta dos caracteŕısticas importan-

tes del sistema: tanto para el Registro Nacional como para el Instituto Nacional

de Seguros4 se mantiene el registro hasta el momento de la desinscripción ma-

nual. Esto supone que en caso de que un veh́ıculo tenga daños irreparables o sea

abandonado y su registro no sea actualizado mediante orden del propietario, el

veh́ıculo seguirá existiendo indefinidamente en las bases de datos y continuará

siendo objeto de pago para el permiso de circulación. En otras palabras, acumu-

3Cada veh́ıculo que ingresa no solo tiene como obligación pagar el SOA, simultáneamente se
inscribe en el Registro Nacional Costarricense de acuerdo a la legislación vigente.

4El Instituto Nacional de Seguro o INS es una institución pública del gobierno de Costa Rica
cuya competencia consiste en brindar el servicio de aseguramiento para todo el páıs. Aproxima-
damente; por 84 años el INS tuvo a su cargo el monopolio de la actividad aseguradora, misión
que se le encomendó mediante la Ley Nº 12 del 30 de octubre de 1924. En el año 2008 se emitió
la Ley Nº 8653, denominada Ley Reguladora del Mercado de Seguros. Esta norma establece
la apertura a la competencia, es decir, termina con el monopolio estatal del INS y propicia la
entrada en el mercado de empresas privadas.
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lará periodos de atraso indefinidamente. Es por esto que una de las hipótesis del

modelo es que no existirán salidas del sistema, lo que calza directamente con el

poco movimiento observado a desinscribir veh́ıculos olvidados.

La dinámica de “pago” o “no pago” resulta ser una decisión con probabilidades

estimables, no obstante, cuantos más periodos atrasados tenga un veh́ıculo es

natural pensar que tendrá menos posibilidad de pagar debido a que se acumula

el paquete fiscal adeudado. El SOA acumula su prima como deuda para cualquier

veh́ıculo hasta llegar a los tres periodos de atraso y para los periodos siguientes se

acumulan únicamente los últimos tres periodos atrasados y el periodo actual. Es

importante recalcar que el pago del SOA no puede ser parcial. Se debe tomar en

cuenta que esta dinámica de pago no es muy diferente a la demanda del seguro que

apela directamente a cuántos veh́ıculos adquieren su cobertura en el futuro. Las

Cadenas de Markov no son herramientas aisladas en este ámbito como se observa

en [Bozzetto et al., 2005] donde estas fueron utilizadas para modelar la demanda

futura de productos en el mercado asegurador.

En caso de querer poner al d́ıa un veh́ıculo se deben pagar todos los periodos

adeudados o en su defecto no se realizará ningún pago. Dadas las caracteŕısticas

discutidas anteriormente, se puede caracterizar cada periodo de atraso acumulado

como un estado en donde la cantidad de periodos atrasados se reinician a cero si

el veh́ıculo se pone al d́ıa con el cobro o acumula uno si no paga. Tal dinámica

se ejemplifica en la figura 1.1. Aqúı siempre existirá un estado para una alta

cantidad de periodos de atraso aún cuando nunca se haya observado en la historia

un veh́ıculo con tales periodos acumulados.
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Figura 1.1: Diagrama de transiciones para estados de la Cadena de Markov.

El diagrama de la figura representa las posibles transiciones entre estados.

Note que en cada periodo se genera una entrada de veh́ıculos nuevos los cuales ca-

racterizan veh́ıculos recién ingresados al páıs o veh́ıculos que no han sido inscritos

en periodos anteriores. A partir de ah́ı cada estado tiene la posibilidad de pagar

o no en cada periodo, lo que reinicia el conteo de periodos atrasados o agrega

uno para el siguiente periodo. De este modo, logramos asociar la dinámica del

pago o no pago de cada periodo de atraso como una cadena de Markov discreta
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y con infinitos estados donde cada uno resulta tener solo dos posibles transicio-

nes a partir de él. No obstante, como adicionalmente es necesario ingresar cada

periodo de veh́ıculos nuevos con el fin de mimetizar el ingreso real observado, es

necesario generar nueva población. Aśı es como podemos concluir que un modelo

intuitivamente ideal para la dinámica estocástica de los veh́ıculos que pagan o no

el marchamo es una cadena de Markov con población abierta.

Esta no resulta ser una práctica aislada para la labor actuarial. El ejemplo más

identificable podŕıa corresponder a los análisis poblacionales para los reǵımenes

de pensiones. Tanto en el ámbito del SOA como para los reǵımenes de pensiones,

los resultados podŕıan haber estado subestimando la cantidad de ingresos o su

varianza, fenómeno que se identifica al cambiar de una población cerrada a una

abierta.

1.3. Objetivos

Objetivo General:

Desarrollar un modelo para el Seguro Obligatorio Automotor implementando

una cadena de Markov con población abierta.

Objetivos Espećıficos:

1. Generar un modelo de cadenas de Markov que, por medio de simulación,

logre calcular medidas de riesgo.

8



2. Implementar estrategias de ajuste consistentes con la realidad de la dinámica

estocástica de pago.

3. Ingresar nuevas poblaciones de veh́ıculos por medio de la aplicación de mo-

delos de series de tiempo.
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2 — Marco Teórico

En esta sección se exploran las propiedades básicas del modelo estocástico1

de cadena de Markov para la proyección de la distribución de los veh́ıculos de

acuerdo con las posibles transiciones que describen la acción que cada veh́ıculo

puede realizar dentro de un periodo de cobro.

Cantidad de periodos atrasados: Esta caracteŕıstica define los estados de la

cadena. Es un contador de la cantidad de periodos en los cuales no se ha ejecutado

el pago correspondiente del periodo. Actualmente, no se cuentan los periodos de

atraso después de los tres periodos para el pago. Esto quiere decir que, cuando

se ejecuta un pago de periodo atrasado como máximo, solo se pagan los últimos

tres periodos. No obstante, la variable mantendrá el conteo observado dado que a

pesar de que periodos mayores no son de pago efectivo, es información necesaria

para el análisis de la dinámica.

Cabe mencionar que no existe realmente un periodo ĺımite. En muchas oca-

siones se llega a observar hasta treinta periodos de atraso para los cuales en muy

escasos escenarios se llega a percibir un pago. Entonces, el modelo se sustenta en

1Más información sobre procesos estocásticos se puede encontrar en [Itô, 1984]
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una variable aleatoria discreta en el espacio de estados2 E = N.

2.1. Definición de la Cadena de Markov

Defina una variable aleatoria An : Ω → E , siendo la cantidad de periodos

atrasados que un veh́ıculo ha tenido en el n−ésimo periodo. Adicionalmente, se

denota por V n
j al número de veh́ıculos que en el periodo de cobro n poseen las

caracteŕısticas del estado j ∈ E . Se asume que se cumple la propiedad de Markov,

es decir, ∀ n ∈ N\{0};

P [An = j|An−1 = i, An−2, . . . , A0] = P [An = j|An−1 = i]

Adicionalmente, se asume que la cadena es homogénea, entonces;

P [An = j|An−1 = i] = P [A1 = j|A0 = i] .

para n ∈ N\{0}.

Ahora, note que la probabilidad de transición de un estado a otro está deli-

mitada por la posibilidad de que el veh́ıculo esté o no al d́ıa. Si en el n−ésimo

periodo se tiene que An−1 = i, solo existen dos transiciones posibles: si no paga

entonces An = i + 1 y si paga entonces An = 0. Por lo tanto, si B = {0, i + 1},

2En este caso, para evitar confusiones se aclara que {0} ⊂ N.
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entonces {An−1 = i} ∩ {An /∈ B} = ∅. Aśı tenemos que:

P [An = j|An−1 = i] = 0 si j /∈ B y (2.1)

P [An = 0|An−1 = i] = 1−P [An = i+ 1|An−1 = i] , (2.2)

para n ∈ N\{0}.

Por último, de acuerdo con la descripción realizada en la sección 1.2. El sis-

tema no tiende a eliminar fácilmente veh́ıculos, los veh́ıculos tienen un margen

amplio de uso dentro de los periodos de aplicabilidad y proyección del modelo

por lo que se asume que no existen salidas del sistema. Por lo tanto, cuando un

veh́ıculo se encuentre en un estado futuro que durante el periodo histórico nunca

fue observado, entonces se asume que no paga. Esto seŕıa si D es el conjunto de

estados observados en el histórico y d > a, ∀a ∈ D, entonces

P [An = 0|An−1 = d− 1] = 0

para n ∈ N\{0}.

2.2. Distribución de An y V n
j

Ahora que se establecieron las posibles transiciones entre los estados resulta

más sencillo obtener la distribución de la variable An para eventualmente calcular

la esperanza de V n
j . Se define la distribución inicial ρi como la probabilidad de

encontrarse en el momento cero en el estado i, esto es ρi = P [A0 = i].
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Lema 2.1. La probabilidad de que un veh́ıculo, después de un periodo de pago,

se encuentre en el estado j, es decir, que al año siguiente un veh́ıculo tenga j

periodos atrasados, pagando o no, vendŕıa dado por,

P [A1 = j] =


∑

i∈E ρi ·P [A1 = j|A0 = i] si j = 0,

ρj−1 ·P [A1 = j|A0 = j − 1] si j > 0

(2.3)

Demostración. Como
⋃

i∈E
{
A0 = i

}
= Ω, entonces

P
[
A1 = j

]
= P

[{
A1 = j

}⋂⋃
i∈E

{
A0 = i

}]

= P

[⋃
i∈E

{
A1 = j

}⋂{
A0 = i

}]

=
∑
i∈E

P
[{

A1 = j
}⋂{

A0 = i
}]

=


∑

i∈E P [A1 = j, A0 = i] si j = 0,

P [A1 = j, A0 = j − 1] si j > 0

utilizando lo discutido en (2.1).

=


∑

i∈E ρi ·P [A1 = j|A0 = i] si j = 0,

ρj−1 ·P [A1 = j|A0 = j − 1] si j > 0

Teorema 2.2. La probabilidad de que un veh́ıculo se encuentre en el estado in en

el periodo de cobro n, es decir, que en n periodos un veh́ıculo tenga in periodos de
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atraso, pagando o no, vendŕıa dado por,

P
[
An = in

]
=

∑
i0∈E

· · ·
∑

in−1∈E

n∏
k=1

P
[
Ak = ik|Ak−1 = ik−1

]
· ρi0 .

Demostración. Se probará por inducción: El caso n = 1 es el Lema 2.1. Se asume

que se cumple para n− 1 y se probará para n. Repitiendo los pasos de la prueba

del Lema 2.1, pero tomando n en lugar de 1 y n− 1 en lugar de 0, se obtiene:

P
[
An = in

]
=

∑
in−1∈A

P
[
An = in|An−1 = in−1

]
·P

[
An−1 = in−1

]
. (2.4)

Por hipótesis de inducción,

P
[
An−1 = in−1

]
=

∑
i0∈E

· · ·
∑

in−2∈E

n−1∏
k=1

P
[
Ak = ik|Ak−1 = ik−1

]
· ρi0 . (2.5)

Si se sustituye la fórmula anterior 2.5 en 2.4, se concluye que:

P
[
An = in

]
=

∑
in−1∈E

P
[
An = in|An−1 = in−1

]
·
∑
i0∈E

· · ·
∑

in−2∈E

n−1∏
k=1

P
[
Ak = ik|Ak−1 = ik−1

]
· ρi0

=
∑
i0∈E

· · ·
∑

in−1∈E

n∏
k=1

P
[
Ak = ik|Ak−1 = ik−1

]
· ρi0 .

Si bien hasta este punto ya se ha definido la probabilidad de transición y se ha

determinado la distribución de An, la cantidad de interés es en realidad la variable

aleatoria V n
j de manera que sea posible identificar en espećıfico su valor esperado.

Tome en cuenta que de una población inicial de veh́ıculos V 0, la cantidad esperada
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de veh́ıculos en el estado j para el n−ésimo periodo; E
[
V n
j

]
seŕıa,

E
[
V n
j

]
= V 0 ·P [An = j] . (2.6)

2.3. Esperanza de V n
j con Población Abierta

Anteriormente, se identificó el valor esperado de la cantidad de veh́ıculos con

j periodos de atraso; V n
j , a partir de una población inicial dada, todav́ıa el mo-

delo no es capaz de identificar nuevos ingresos de veh́ıculos para cada periodo. La

población sigue siendo cerrada, en espećıfico cada año en total la población man-

tendrá un valor V 0 que será únicamente redistribuida entre los diferentes estados

conforme avanzan los periodos de cobro. No obstante, estamos interesados en la

cantidad donde el estado An = 0 agregará en cada periodo de cobro los veh́ıculos

que pagan por primera vez, y cómo es que esta cantidad adicional afectará el resto

de estados conforme se materializan transiciones para periodos futuros.

Es importante recalcar que del mismo modo como se describe en la figura 1.1,

el ingreso de veh́ıculos nuevos se agrega exclusivamente en el estado de pago, esto

es An = 0 para el n−ésimo periodo. Ahora si llamamos V n
j la variable aleatoria

de veh́ıculos con j periodos de atraso con población abierta, donde Sn es la canti-

dad de veh́ıculos nuevos que entran en el n−ésimo periodo, tenemos la siguiente

esperanza.

De una población inicial de veh́ıculos V 0, la cantidad esperada de veh́ıculos

E
[
V n
j

]
, con población abierta para el n−ésimo periodo seŕıa;
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cuando n = 1:

E
[
V 1
j

]
=


V 0 ·

∑
i∈E ρi ·P [A1 = j|A0 = i] + E

[
S1

]
si, j = 0

V 0 · ρj−1 ·P [A1 = j|A0 = j − 1] si, j > 0

cuando n > 1:

E
[
V n
j

]
=



∑
i∈E E

[
V n−1
i

]
·P [An = j|An−1 = i] + E

[
Sn

]
si, j = 0

E
[
V n−1
j−1

]
·P [An = j|An−1 = j − 1] si, j > 0

2.4. Modelación de Veh́ıculos Nuevos Zt

Actualmente, existen muchas herramientas derivadas del análisis de datos. En

el ámbito de “machine learning” la bateŕıa de modelos es amplia con diferentes

herramientas para la exploración o proyección, algunos ejemplos son: el ACP, la

máquina de soporte vectorial o el “deep learning” con sus redes neuronales. No

obstante, son las técnicas de series de tiempo, como los modelos autoregresivos

integrados de media móvil o (ARIMA), los cuales se utilizan ampliamente para la

proyección de datos indexados por el tiempo y son la estrategia principal utilizada

en este proyecto.
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Estos modelos se basan en el concepto de autocorrelación y linealidad, donde es

la serie retrasada la cual influye en el futuro de śı misma. Las siguientes definiciones

se extraen de [Shumway and Stoffer, 2000]. Para comprender los modelos ARIMA

es importante establecer qué es un retraso como tal.

Definición 2.3. El operador de retraso B corresponde al operador que reduce en

uno el ı́ndice temporal de una serie de tiempo xt. Esto es:

Bxt = xt−1. (2.7)

Se extiende la aplicación por potenciación, entonces:

Bixt = xt−i (2.8)

Dada esta nomenclatura, es fácil definir el operador diferencia.

Definición 2.4. El operador diferencia ∇, corresponde al operador que genera la

diferencia entre la serie con su retraso, esto seŕıa:

∇xt = (1−B)xt (2.9)

Del mismo modo se extiende la aplicación por potenciación, en donde:

Definición 2.5. Las diferencias de orden d se definen como

∇dxt = (1−B)dxt (2.10)
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La aplicación del operador tiende a resultar complicada. Por ejemplo, el caso

donde d = 2 seŕıa∇2xt = ∇(1−B)xt = ∇(xt−xt−1) = (xt−xt−1)−(xt−1−xt−2) =

xt− 2 · xt−1 + xt−2. Ahora que definimos los operadores iniciales, resulta bastante

sencillo definir los modelos que son base para introducir el ARIMA.

Definición 2.6. Un modelo autoregresivo de orden p, abreviado AR(p), es de la

forma

xt = ϕ1xt−1 + ϕ2xt−2 + · · ·+ ϕpxt−p + wt

donde, xt es estacionaria
3, ϕ1, . . . , ϕp son constantes (ϕp ̸= 0). Se asume que wt es

un ruido blanco Gaussiano4 con media cero y varianza σ2
w.

Utilizando el operador de retraso podemos definir el modelo AR(p) como la

aplicación de un operador espećıfico.

Definición 2.7. Dadas las constantes ϕ1, . . . , ϕp se define el operador autoregre-

sivo como

ϕ(B) = 1− ϕ1B − ϕ2B
2 − · · · − ϕpB

p (2.11)

Note como el modelo AR(p) se puede escribir como una aplicación del operador

autoregresivo, donde ϕ(B)xt = wt.

Por otro lado, el modelo de media móvil es una alternativa como modelo

autoregresivo que utiliza combinaciones lineales para formar la data observada.

3Aqúı se hace referencia a la definición de estacionariedad descrita en [Shumway and Stoffer,
2000].

4Un ruido blanco Gaussiano corresponde a una serie de tiempo wt ∼ N(0, σ2
w), donde cada

variable aleatoria wt es independiente e idénticamente distribuida.
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En este caso se asume que la serie es una combinación lineal de variables wt,

normales e independientes.

Definición 2.8. Un modelo de media móvil de orden q o MA(q) se define como

xt = wt + θ1wt−1 + θ2wt−2 + · · ·+ θqwt−q

con q retrasos en la media móvil y θ1, . . . , θq son parámetros, (θq ̸= 0).

Del mismo modo que en AR(p), es fácil observar el modelo MA(q) como la

aplicación de un operador espećıfico.

Definición 2.9. Dadas las constantes θ1, · · · , θq, el operador de media móvil es:

θ(B) = 1 + θ1B + θ2B
2 + · · ·+ θqB

q (2.12)

Si bien ambos modelos pueden ser útiles para situaciones distintas, es ideal

integrar ambas posibilidades simultáneamente, lo que da origen al modelo ARMA.

Definición 2.10. Una serie xt se dice ser ARMA(p,q) si es estacionaria y de la

forma

xt = ϕ1xt−1 + ϕ2xt−2 + · · ·+ ϕpxt−p + θ1wt−1 + θ2wt−2 + · · ·+ θqwt−q. (2.13)

Con ϕp ̸= 0, θq ̸= 0 y σ2
w > 0. Aqúı se le denomina a los parámetros p y q; el

orden autoregresivo y el orden de media móvil, respectivamente y wt es un ruido

blanco gaussiano.
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Es sencillo notar que una definición alternativa utiliza los operadores es ϕ(B)xt =

θ(B)wt. El modelo ARIMA nace de la aplicación del operador diferencia en com-

binación con el modelo ARMA, en donde una diferencia de orden d se aplica.

Definición 2.11. Dado un entero positivo d, un proceso xt se dice ser un modelo

ARIMA(p,q,d) si ∇dxt es un modelo ARMA(p,q). Esto es:

ϕ(B)(1−B)dxt = θ(B)wt (2.14)

Es común para algunas series del ámbito económico tener una fuerte corre-

lación temporal periódica. Para poder captar este punto es posible ampliar el

enfoque lineal del modelo ARIMA.

Definición 2.12. Los operadores

ΦP (B
s) = 1− Φ1B

s − Φ2B
s·2 − · · · − ΦpB

s·P (2.15)

y

ΘQ(B
s) = 1 + Θ1B

s +Θ2B
s·2 + · · ·+ΘpB

s·Q (2.16)

son los operadores temporales autoregresivo y de media móvil, de orden P y Q

respectivamente, con periodo s.

Ampliar la definición de los operadores para un periodo s, adiciona un com-

ponente temporal al modelo ARIMA, a este modelo se le denomina SARIMA por

sus siglas en inglés, definido por [Box and Jenkins, 1976].

Definición 2.13. El modelo temporal autoregresivo con media móvil integrado
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o SARIMA es

ΦP (B
s)ϕ(B)∇D

s ∇dxt = ΘQ(B
s)θ(B)wt (2.17)

donde wt es un ruido blanco gaussiano. El modelo se denomina ARIMA(p,q,d)×(P ,Q,D)s.

Tome en cuenta que ∇d = (1−B)d y ∇D
s = (1−Bs)D.

Si bien hasta este punto ya se definieron los modelos estándar de series de

tiempo, es importante destacar que dependiendo del problema inicial y la natu-

raleza de la serie a trabajar, podŕıa existir influencia de covariables. Con esto nos

referimos a que no solamente la autocorrelación puede influenciar el futuro de una

serie de tiempo, sino también variables independientes exógenas. En las últimas

décadas la incorporación de covariables ha sido una práctica común.

En particular se utilizará en este trabajo, dado que la serie a trabajar, la can-

tidad de veh́ıculos nuevos Zt, claramente es dependiente de condiciones económi-

cas. Aqúı es válida la discusión sobre los módelos ARIMA vectoriales. El modelo

VARMA implica una dependencia entre un conjunto de series, por lo tanto, si

se tomara en cuenta un modelo de estas cualidades, se asumiŕıa que la canti-

dad de veh́ıculos nuevos influye en el futuro de variables macroeconómicas. Esto

no parece ser un acercamiento lógico en el contexto costarricense. La posibilidad

restante seŕıa aplicar una unión entre la relación variable independiente y depen-

diente con elementos autoregresivos, esto es: adicionar a un modelo SARIMA la

influencia de variables exógenas. Si bien no se definieron los modelos VARMA en

este documento, se puede consultar en [Box and Jenkins, 1976].

Lo anterior conlleva a tener que predecir las variables independientes. Por

ejemplo, en una regresión lineal estándar el tiempo funciona como una variable
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independiente. En este caso se conoce el valor del tiempo como covariable dado

que los valores que toma son conocidos a pesar de suceder en el futuro. Esto no

sucede para variables como la inflación o el tipo de cambio, donde en momentos

futuros no se conoce su valor. Por lo tanto, se deberá proyectar las variables

exógenas independientes para luego ser evaluadas en el modelo y aśı obtener una

proyección de la serie Zt. Aśı que se continua con la tarea de definir un modelo

que englobe tales condiciones.

Definición 2.14. Un modelo SARIMAX corresponde a una serie xt tal que:

ΦP (B
s)ϕ(B)∇D

s ∇dxt = ΘQ(B
s)θ(B)wt +

v∑
i=1

βiB
τiCt,i (2.18)

aqúı Ct,i seŕıan la covariable i, v ∈ N corresponde a la cantidad de covariables, βi

los coeficientes de cada covariable y τi corresponde a la cantidad de retrasos que

se aplican para la covariable.

A este modelo se le acostumbra a poner X al final de manera que se visualice

la existencia de la matriz de covariables exógenas que influyan el futuro de la serie

xt.

Finalmente, para el caso propuesto en este documento se asume que la serie Zt

corresponde a un modelo SARIMAX utilizando la influencia exógena de la varia-

ción porcentual mensual inflacionaria πt y la variación porcentual mensual del tipo

de cambio κt ambas publicadas por el Banco Central de Costa Rica5. Incorporar

covariables macroeconómicas que influencien exógenamente la proyección ha sido

5Espećıficamente se utilizó el tipo de cambio de venta del dólar de los Estados Unidos de
América con respecto al colón.
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una estrategia ampliamente utilizada para la anaĺıtica de demandas. En [Rožanec

et al., 2021] se utiliza un conjunto de covariables robusto, tomando en cuenta el

precio de combustibles, tasas de desempleo, entre otras, y se proyecta la demanda

de veh́ıculos para el mercado primario Europeo. Del mismo modo, en la literatura,

se utilizan varios modelos instaurando una especie de “competencia” entre ellos;

como son [Fantazzini and Toktamysova, 2015], [Kato, 2022] y [Gao et al., 2018].

Cabe mencionar que si bien nos interesa el total por periodo de cobro n de

la serie Zt, esta serie es mensual y su análisis se abarca desde este enfoque. De

esta manera se obtiene6 que Sn =
∑

t∈Gn
Zt, Gn es el conjunto de meses t que

pertenecen al n−ésimo periodo de cobro y para i ̸= j tenemos Gj ∩ Gi = ∅.

2.5. Veh́ıculos Puestos al D́ıa

Como se mencionó anteriormente, el SOA cobra los periodos de atraso hasta

tener tres periodos acumulados. A partir de ese punto solo cobrará los últimos

tres periodos. Podŕıa ser de beneficio para el analista actuarial comprender el

ingreso esperado en primas, no solo por el ingreso del periodo de cobro proyectado,

sino también el ingreso proveniente por primas pagadas por otros periodos. La

información podŕıa ser beneficiosa para la simulación de estados financieros o

para satisfacer las solicitudes de información de juntas directivas o jefaturas.

En caso de querer conocer el ingreso de primas del n−ésimo periodo; In, donde

6Aqúı se cometió abuso de lenguaje, se debe tomar en cuenta que bajo este contexto de series
lo que se busca es la esperanza del modelo dados los datos observados ẑt, para t ∈ N . Esto seŕıa,
la esperanza condicional E

[
Zt|ẑ1, . . . , ẑ|N |

]
. No obstante, reduciremos su notación a E [Zt] por

conveniencia.
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se toman en cuenta m periodos de atraso7, m > 0, entonces tenemos:

In =
n−1∑

k=−∞

 n−1∑
j=max{k,n−m}

rj

 ·P [An = 0|An−1 = n− k] · E
[
V n−1
n−k

]
(2.19)

donde rk corresponde a la prima definida para el k−ésimo periodo. Note que en

este caso In corresponde al ingreso de prima únicamente definido para veh́ıculos

provenientes de estados con periodos atrasados: n−k > 0, ∀k ∈ {n−m−1, n−1}.

Para obtener el monto total de ingreso de prima, basta con agregar lo pagado por

veh́ıculos con la prima del n−ésimo periodo. Esto es:

In + rn · E
[
V n
0

]
.

2.6. Medidas de Riesgo

Como producto adicional del modelo se calcularán medidas de riesgo que nos

ayuden a caracterizar la situación extrema de la dinámica. Como se explica en

[Guégan and Hassani, 2019], una medida de riesgo coherente es una función ρ :

L∞ → R que cumple las siguientes propiedades:

1. Monotonicidad: Si un activo financiero tiene mejor rendimiento que otro

en cualquier horizonte temporal, su riesgo también es menor. Esto quiere

decir que si tenemos un activo Z y un activo W los cuales representan

7En el caso espećıfico del SOA m = 3, como se mencionó anteriormente.
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variables aleatorias, entonces

Z ≤ W =⇒ ρ(Z) ≤ ρ(W )

2. Sub-aditividad: La diversificación en activos disminuye el riesgo de la po-

sición global esto quiere decir que

ρ(Z +W ) ≤ ρ(Z) + ρ(W )

3. Homogeneidad positiva: Se refiere a proporcionalidad entre tamaño de

la posición y el riesgo. En otras palabras, si 0 ≤ λ

ρ(λZ) = λρ(Z)

4. Invarianza bajo translaciones: Al añadir efectivo a una posición, su ries-

go disminuye en proporción directa al capital añadido: si r ∈ R

ρ(Z + r) = ρ(Z)− r

Algunas de las medidas de riesgo más utilizadas son el valor en riesgo VaRα y

el valor en riesgo condicional CVaRα. Cabe destacar que el VaRα fue reconocido

como medida de riesgo desde el acuerdo de Basilea en la aśı denominada resolución

II.5 para el contexto bancario. Solvencia II involucra una cultura de administración

de riesgos en su segundo pilar para el mercado de seguros. El valor en riesgo se
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define como el percentil VaRα a un nivel de significancia α tal que,

1− α = P
[
Z ≤ V aRα

]
(2.20)

Se puede demostrar que el VaRα en general no cumple la propiedad sub-aditiva

de una medida coherente. Por lo tanto, se utiliza la medida de riesgo CVaRα que

śı satisface las cuatro propiedades antes mencionadas, y se define como:

CVaRα = E[Z|V aRα ≤ Z] (2.21)

Es decir, es el valor esperado de la variable Z dado que es mayor al valor del VaRα.

En nuestro caso, buscamos el CVaRα con un nivel de significancia α = 1% o 5%

variando entre la cola derecha e izquierda de la distribución. Para efectos de

notación llámele al valor en riesgo condicional de la cola derecha de la distribución

de Z, CVaR[Z]α y al valor en riesgo condicional de la cola izquierda CVaR[Z]β.

Esta medida de riesgo nos permite calcular escenario espećıficos. Este trabajo

se interesa particularmente en la cola izquierda de la distribución, ya que en

caso de simular un estado de resultados o visualizar la variación de la prima

bajo circunstancias extremas, el riesgo se encuentra cuando se observan menos

veh́ıculos pagados que los proyectados.
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3 — Metodoloǵıa

Ahora que se conoce la estructura del modelo, se presentarán las particu-

laridades de su aplicación. Diferentes componentes juegan un papel importante

dentro de la aplicación de una Cadena de Markov, entre ellos se encuentran: la

población inicial (V 0), la distribución inicial (ρi0) y la probabilidad de transición(
P [An = j|An−1 = i]

)
, la cual por simplicidad escribiremos de ahora en adelante

como Pj
i . No obstante, dado que esta es una Cadena de Markov con población

abierta, es necesaria la estimación de la cantidad de veh́ıculos nuevos (Sn).

3.1. Estimación de la Cadena de Markov

No solo se describirá la estimación de cada uno de los componentes, además se

discutirá la posibilidad de optimizar la estimación de la probabilidad de transición

de manera que tome en cuenta con mayor influencia ciertas transiciones a lo largo

del tiempo. Se explicará cuales son los criterios de elección de modelos y los ı́ndices

de error. Finalmente, se analizará el enfoque learning/testing tanto para la cadena

de Markov como para la selección del modelo ideal de veh́ıculos nuevos.
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3.1.1. Población y Distribución Inicial

Estos componentes son los más sencillos de estimar dado que para el momento

n = 0 son observados. Precisamente, V̂ 0 será el total de personas observadas

dentro del sistema para ese periodo de cobro. Entonces sea v̂i0 la cantidad total

de veh́ıculos observados (contados) que se encuentran en el estado i0. Por supuesto

en este caso n = 0 corresponde al último periodo de cobro observado. Entonces:

V̂ 0 =
∑

i0∈E v̂i0 y (3.1)

ρ̂i0 =
v̂i0
V̂ 0

. (3.2)

3.1.2. Probabilidad de Transición

En este apartado, se defineM como el conjunto de periodos de cobro obser-

vados, entonces existen |M| − 1 transiciones observadas1. Sea v̂ji (m) la cantidad

de veh́ıculos observados que transicionan en el m−ésimo periodo observado del

estado i al estado j, donde m ∈ {1, . . . , |M| − 1} y i, j ∈ E . Por otro lado, se

define v̂i(m) como la cantidad de veh́ıculos observados que se encuentran en el

estado i en el m−ésimo periodo. La probabilidad observada para la transición co-

rrespondeŕıa a Pj
i (m) =

v̂ji (m)

v̂i(m)
=

v̂ji (m)∑
k∈E v̂ki (m)

. Más espećıficamente, la probabilidad

estimada para la transición del estado i al estado j es:

1La función f(·) = | · |, corresponde a la función de cardinalidad de un conjunto evaluado.
En caso de que lo evaluado corresponda a una constante, se tomará como su valor absoluto.

30



P̂j
i =

∑
m Pj

i (m)

|M| − 1
. (3.3)

Note que hasta este punto se utiliza el promedio de la probabilidad observada

de transición para estimar la probabilidad de transición. No obstante, si bien

este método es correcto; no quiere decir que no existan periodos de interés para

el usuario donde se posibilite una influencia para la transición de un periodo

particular más relevante que para el resto. Bajo el método de la ecuación (3.3)

se está asumiendo una influencia uniforme de cada periodo m observado. En este

trabajo se valorará la posibilidad de realizar un ajuste por medio de un enfoque

learning/testing, muy utilizado en la actualidad para mejorar las estimación y

evaluar la predictibilidad del modelo.

3.2. Ajuste de la Probabilidad de Transición

El enfoque se basa en un principio sencillo donde se toman periodos observa-

dos como punto de partida para realizar un ajuste y luego periodos consecutivos

observados para evaluar el ajuste. En otras palabras, se asume que lo observado

es un pseudo-pasado y se proyectan periodos que ya ocurrieron de manera que se

puede evaluar la diferencia entre ambos y de este modo obtener una medida para

la capacidad predictiva del modelo.

Para este apartado, tome en cuenta que existe un conjunto de periodos obser-

vadosM y un subconjunto de periodos de evaluaciónMe. Se utilizará una media
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móvil de pesos exponenciales o EWMA, por sus siglas en inglés, para encontrar

las pesos que mejor caractericen los periodos de ajuste a mimetizar. Esto quiere

decir que existe una porción de periodos de ajuste que se utilizarán como insumo

y otra porción que servirán como objetivo a mimetizar,Ma yMo, respectivamen-

te. Entonces la nueva probabilidad de transición observada seŕıa Pj
i (ma). Aqúı,

ma ∈ {1, . . . , |Ma| − 1}. Y la probabilidad de transición estimada es:

P̂j
i (γ) =

∑
ma

Pj
i (ma) · eγ·ma∑
ma

eγ·ma
(3.4)

Se nota que aqúı existe un parámetro γ, si γ = 0 entonces se obtienen pesos

uniformes como en la ecuación (3.3). Mientras que si γ es positivo, se tomará un

mayor peso para las transiciones más recientes. De este modo basta con encontrar

el γ que más convenga para mejorar la capacidad predictiva del modelo.

Es el conjunto de periodos en Mo el cual ayudará a encontrar el γ que más

convenga. Para esto se define la siguiente función:

F (γ) =

√√√√ ∑
mo∈Mo

∑
j∈E

(
̂

E
[
V mo
j (γ)

]
− V mo

j

)2

·
V mo
j∑

mo∈Mo

∑
j∈E V

mo
j

(3.5)

Aqúı,
̂

E
[
V mo
j (γ)

]
seŕıa la esperanza estimada de la cantidad de veh́ıculos en el

estado j del periodo mo. V
mo
j es la cantidad observada de veh́ıculos en el estado

j del periodo mo.

Esta función corresponde a la ráız cuadrada del error cuadrático entre la can-

tidad esperada de veh́ıculos que se encuentran en el estado j en el periodo mo y la
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cantidad de veh́ıculos observados en el estado j en el mismo periodo, ponderado

por el peso correspondiente a la cantidad de veh́ıculos observados. Note que la

esperanza estimada depende del γ. Esto es: calcular lo establecido en la esperanza

de la sección 2.3, pero aplicando la probabilidad de transición definida en (3.4). Es

importante recalcar que se pondera por la cantidad de veh́ıculos observados para

brindarle más importancia a los estados con mayor cantidad de veh́ıculos. Dadas

las caracteŕısticas de los datos observados, entre mayor sea el número de periodos

atrasados, menor será la cantidad de veh́ıculos y su probabilidad de pago. El es-

tado con mayor cantidad de veh́ıculos es el de estar al d́ıa y consecutivamente, el

de tener uno o dos periodos atrasados. Debido a este marcado comportamiento,

abonado a que el objetivo es la proyección de los veh́ıculos al d́ıa para utilizarlos

como el denominador de la prima de riesgo para el seguro, tenemos un interés más

intenso sobre los estados con periodos atrasados con mayor cantidad de veh́ıculos.

Cuando la función objetivo utiliza el γ para el cual la función se minimiza en-

tonces obtenemos que las transiciones con mayor influencia corresponden a las que

garantizan la menor diferencia entre lo esperado y lo observado para los periodos

enMo, priorizando los estados con mayor importancia. Entonces, definiendo un

espacio de búsqueda O ⊂ R, que se especificará más adelante, obtenemos;

γ̂ = argmin
γ∈O

F (γ).

Ahora que se concluyó la fase de learning, ya se obtuvo un valor óptimo γ̂;

minimizando la función en (3.5). Es sencillo evaluar la predictibilidad del modelo

basándonos en el subconjunto de periodos observados Me el cual corresponde a
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los periodos de cobro más recientes. Aqúı se pueden utilizar diferentes ı́ndices de

error, en nuestro caso se utilizará:

Ráız del error cuadrático medio de la cantidad de veh́ıculos en los

estados de cada periodo de cobro para Me

MSEP =

√√√√√√ ∑
me∈Me

∑
j∈Ame

(
̂

E
[
V me
j (γ)

]
− V me

j

)2

|Me| · |Ame|
.

Note que Ame ⊂ E , el cual seŕıa la cantidad de estados observados en cada

periodo del conjuntoMe.

Error máximo absoluto de la cantidad de veh́ıculos en los estados

de cada periodo de cobro para Me

EMA = max
me∈Me, j∈Ame

∣∣∣∣ ̂
E
[
V me
j (γ)

]
− V me

j

∣∣∣∣
De este modo se concluye la fase de testing y la ejecución de los errores en

el conjunto de periodosMe funcionaŕıan como ı́ndices de predictibilidad sobre la

Cadenas de Markov. Finalmente, basta con calcular la probabilidad de transición

estimada en (3.4) alternando el conjuntoMa por el histórico totalM y evaluado

en γ̂, esto seŕıa:

P̂j
i (γ̂) =

∑
m Pj

i (m) · eγ̂·m∑
m eγ̂·m

(3.6)
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3.3. Enfoque Learning/Testing para el

Modelo SARIMAX

Como se mencionó en las secciones anteriores, una cadena con población abier-

ta incorpora el ingreso periódico de veh́ıculos nuevos Sn. Para estimarlos se utiliza

igualmente una subdivisión ordenada de los datos. En el caso de la Cadena de Mar-

kov los datos para el learning correspond́ıan a la unión de los conjuntos Ma y

Mo, estos son conjuntos de periodos de cobro, los cuales son anuales. Por otro

lado, en el caso de la serie Zt, es una serie mensual y denotaremos su conjunto de

datos observados como N . Entonces los subconjuntos seŕıan Na para aprendiza-

je, No para objetivo y Ne evaluación. Se defina ẑt cómo la cantidad de veh́ıculos

observados en el momento t ∈ N .

Es importante recalcar que existe una diferencia sutil entre los parámetros, los

modelos y la estructura SARIMAX, por ejemplo; la estructura del SARIMAX se

define mediante la elección de los parámetros p, d, q y Q, D, P y s además de la

elección de covariables y sus atrasos. Mientras que los parámetros seŕıan los valores

espećıficos de los coeficientes. Dependiendo de los valores que tomen los paráme-

tros estructurales, entonces el modelo puede o no variar de ser un SARIMAX

completo, a un ARMA o un ARX, etc. Existen muchas y diferentes combinacio-

nes posibles. La elección de los parámetros estructurales se determinará mediante

la observación de los datos en cuestión. Aqúı se apreciarán de manera cŕıtica las

herramientas estad́ısticas como: el ACF y el PACF2. En la siguiente sección se

2Se asume que el lector conoce la definición de estas herramientas exploratorias. En caso de
no conocerlas consultar [Box and Jenkins, 1976] o consultar el Apéndice B.
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analizarán las visualizaciones y descomposición de las serie, su peridiograma y

la función de auto-correlación cruzada. Mientras tanto, nos enfocaremos en qué

sucede cuando ya se obtuvo un conjunto viable de estructuras a evaluar. Por lo

que asumiendo que se tiene un conjunto de modelos funcionales, sus parámetros se

pueden encontrar de diferentes maneras. El método de preferencia para el ajuste

de cualquier modelo SARIMAX es maximizar la función de log-verosimilitud.

Máxima Verosimilitud

El principio intuitivo de la máxima verosimilitud consiste en encontrar los

parámetros que maximicen la probabilidad de ocurrencia, dados los datos ob-

servados. La función de verosimilitud es el producto de la función de densidad

evaluada en los datos observados. No obstante, se acostumbra a tomar el loga-

ritmo de la función con fines prácticos y anaĺıticos. Al maximizar la función de

log−verosimilitud se estaŕıan hallando los parámetros para los cuales es más pro-

bable que se obtenga la distribución evaluada. Si denominamos el set de paráme-

tros del modelo SARIMAX como θ, a la función de densidad del modelo f y

observaciones zt con t ∈ Na, entonces la log−verosimilitud es:

l̂(θ|z1, . . . , z|Na|) =

|Na|∑
i=1

ln(f(zi|θ)) (3.7)

Entonces lo que se busca es efectivamente el valor,

θ̂mle = argmax
θ∈Θ

l̂(θ|z1, . . . , z|Na|) (3.8)

Si se desea indagar más sobre el tema se puede consultar [Jones, 1980]. Ahora
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bien, una vez que se obtienen los coeficientes del conjunto de modelos se necesita

elegir cuál es el modelo ideal para ser aplicado. Para esto se identifica su eficacia

bajo dos perspectivas.

1. Bondad de Ajuste: esto implica evaluar qué tan bueno es el ajuste dentro del

conjunto de observaciones Na. Para esto es sencillo utilizar un ı́ndice como

el criterio de información Akaike o bayesiano (AIC o BIC respectivamente).

Estos han sido por mucho tiempo la base para el monitoreo cŕıtico del ajuste.

En este trabajo nos basaremos únicamente en el AIC el cual se define como:

AIC = −2 · log(Lk) + 2 · k.

Donde Lk es el valor de la máxima verosimilitud y k la cantidad de paráme-

tros en el modelo. El AIC se construye desde la idea de discrepancia entre

el modelo ideal y el modelo a evaluar denominada la Discrepancia Kullback-

Leibler. Más información se puede encontrar en [Kullback and Leibler, 1951].

2. Predictibilidad: Aqúı lo que se busca es captar la capacidad predictiva del

conjunto de modelos. Se utiliza el conjunto de observaciones No y se definen

los siguientes ı́ndices de error:

Error cuadrático medio:

MSE =

|No|∑
t=1

(E [Zt]− ẑt)
2

|No|
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Ráız del error cuadrático medio:

RMSE =
√
MSE

Porcentaje de fallos hacia arriba3:

PFA =

∑|No|
t=1 I{E[Zt]>ẑt}

|No|

Porcentaje de fallos hacia arriba en términos absolutos:

PTFA =

∑|No|
t=1

(
E [Zt]− ẑt

)
· I{E[Zt]>ẑt}∑|No|

t=1 |ẑt| · I{E[Zt]>ẑt}

Algoritmo de Selección

La utilización de ambas perspectivas radica en la selección del modelo idóneo.

Se debe recordar que inicialmente los parámetros estructurales nos brindan una

bateŕıa de modelos. A estos modelos se les evaluará inicialmente el AIC bajo

Na. De ah́ı se tomarán los cinco modelos con el menor AIC para luego, utilizar

los errores del enfoque predictivo y aśı seleccionar el modelo más equilibrado.

Como último paso para la selección del modelo, se visualiza la proyección del

modelo más idóneo y se ajusta utilizando la información de Na∪No y se evalúa su

3La razón por la que se calcula el porcentaje de fallos hacia arriba y no el de fallos hacia abajo
radica en el objetivo de la proyección de veh́ıculos de ser denominador de la prima de riesgo para
el SOA. En caso de obtener un alto porcentaje de fallos hacia arriba se influye inversamente en
la prima de riesgo disminuyendo su valor, lo que podŕıa significar una subestimación de la prima
y por lo tanto insuficiencia financiera para el seguro. Mientras que en caso de que exista un alto
porcentaje de fallos hacia abajo se obtiene una versión del error con consecuencias conservadoras,
donde se sobreestima la prima de riesgo para el seguro.
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predictibilidad ejecutando los errores aplicándolos en Ne. Por lo tanto, se obtiene

el siguiente conjunto de pasos a seguir:

1. Se observan las caracteŕısticas estad́ısticas de la serie de tiempo. Aqúı se

utilizan herramientas estad́ısticas para establecer una bateŕıa de estructuras

posibles de los parámetros q, d, p, Q, D, P y s. Además de las posibles

covariables a implementar.

2. Todos los modelos que se obtienen son ajustados en Na y se monitorean sus

AICs. Se eligen los cinco mejores ajustes, los cuales tengan el AIC menor.

3. Se calculan los errores de predictibilidad y se visualiza su rendimiento bajo

las observaciones No. Se elige el modelo más estable y con errores menores.

4. Se ajusta el último modelo seleccionado bajo las observaciones en Na ∪No.

Y se evalúa su rendimiento en Ne.

5. Finalmente, si su rendimiento bajo Ne no es satisfactorio, se debe regresar

al primer paso.

Este enfoque pretende, desde el punto de vista intuitivo, poner a los posi-

bles modelos a competir entre ellos. Una vez seleccionado un modelo satisfactorio

obtenemos una proyección E [Zt], con t > |N |, ajustado con los datos en N . Co-

mo último paso, basta con sumar las proyecciones correspondientes al n−ésimo

periodo de cobro y retomamos que Sn =
∑

t∈Gn
E [Zt].
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3.3.1. Tratamiento de Covariables

Las covariables a utilizar son: la variación porcentual mensual de la inflación

πt y la variación porcentual mensual del tipo de cambio κt. Para ello se cuenta

con los datos desde enero de 2015 hasta mayo de 2023 en ambos casos publicados

por el Banco Central de Costa Rica. Como se mencionó previamente en 2.4, la

limitación de utilizar covariables bajo el contexto SARIMAX es precisamente que

estas deben ser proyectadas porque el modelo necesita evaluarlas para periodos

futuros. Para esto se utilizó la expectativa de inflación y tipo de cambio también

anuales publicados por el Banco Central de Costa Rica, llamados π12
t y κ12

t . En-

tonces, suponiendo que existe un periodo t+12 futuro la variación de la inflación

equivalente mensual4 π̂j es

π̂j = (1 + π12
t )

1
12 − 1

para todo j ∈ {t+ 1, . . . , t+ h}. Y del mismo modo para el tipo de cambio κt.

Si bien esto solo funciona para el primer año, lamentablemente el Banco Cen-

tral de Costa Rica no publica expectativas a 24 o 36 meses que permitan encontrar

las variaciones mensuales equivalentes. Por lo tanto, se asumen los valores π̂j y κ̂j

fijos para cualquier j que sea un mes futuro, a partir de abril 2023.

4Si se desea conocer más sobre tasas equivalentes se recomienda leer [Kellison, 2008].
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3.4. Simulación Estocástica

Para poder sacar el mejor provecho sobre el modelo, sirve identificar la manera

de realizar una simulación estocástica para poder encontrar y estudiar los valores

extremos de la distribución. El objetivo consiste en encontrar valores esperados

obtenidos desde el mismo proceso. Lo anterior implica utilizar simulación desde

el punto de partida (el último periodo observado) para tener un conjunto de

posibilidades de las cuales se calculen medidas de riesgo.

Es importante tomar en cuenta que la cantidad de simulaciones se fija para

satisfacer que el promedio simulado converja a la esperanza definida en 2.3 y E[Zt],

o sea, la esperanza de la cadena de Markov y la esperanza de la serie mensual

de veh́ıculos nuevos, respectivamente. Para esto se presenta el siguiente algoritmo

por periodo de cobro futuro:

1. Se inicializa el periodo de cobro.

2. Se ejecuta una realización de las covariables.

3. Se calcula la proyección de veh́ıculos nuevos, evaluando la realización de las

covariables.

4. Se guarda el valor de la realización de veh́ıculos nuevos.

5. Para cada estado con cantidad de veh́ıculos se simula decisión de pago o no

pago.

6. Se suman los conjuntos de llegada.

41



7. Se agrega la realización de veh́ıculos nuevos a los veh́ıculos que pagan dentro

del sistema.

8. Se guarda la cantidad de los veh́ıculos que se encuentran en cada estado.

9. Repetimos desde el paso 2.

En el nivel de codificación, los pasos anteriores se realizan simultáneamente

por periodo de cobro. En otras palabras, para cada periodo de cobro se ejecutan

W simulaciones, donde W representa la cantidad de simulación que satisfaga una

convergencia razonable del promedio a la esperanza.

Es importante tomar en cuenta que en el quinto paso existen varias maneras

de caracterizar numéricamente esta decisión, dado que para la cadena de Markov

existe por estado exclusivamente una transición binomial: de pagar o no pagar.

En este caso, se utiliza una variable aleatoria multinomial, la más utilizada para

simular cadenas de Markov. La razón de esto es que en el nivel práctico una

variable multinomial tiende a ser lo más utilizado dado que deja la opción libre de

aumentar la cantidad de estados de llegada a partir de cualquier estado de salida.

O sea, generaliza la cantidad de transiciones posibles. Si bien en el caso particular

basta con ejecutar una variable binomial, se utilizará la opción equivalente, para la

cual se simulará una variable aleatoria multinomial solamente para dos conjuntos

de llegada.

Considere n sucesos, si Xi es la variable aleatoria que indica la cantidad de

veces que el suceso i se dio en n realizaciones, entonces se dice que el vector alea-

torio X = (X1, . . . , Xk) tiene una distribución de multinomial si con probabilidad
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p = (p1, . . . , pk), su función de probabilidad es,

Pr(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk) =


n!

x1!...xk!
px1
1 . . . pxk

k si,
∑k

i=1 xi = n

0 si, no.

(3.9)

El beneficio de utilizar en primera instancia una variable multinomial consiste

en que el código pueda seguir siendo utilizado y sea más fácil de modificar en caso

de que cambie la estructura del modelo5. Ahora, si definimos v la cantidad de

periodos a proyectar y k la cantidad de estados observados podemos describir el

procedimiento bajo el Algoritmo 1.

En este caso, la función SARIMAX corresponde a una realización del modelo

seleccionado evaluado sobre una realización de las covariables. Por otro lado, se

asume que las covariables se distribuyen como variables aleatorias normales. Una

vez que se obtienen todas las simulaciones, basta con utilizar este insumo para

calcular medidas de riesgo de interés.

5Lo que mejora la versatilidad del código para el usuario.
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Algoritmo 1 Simulación de Montecarlo

V n
i,w: Cantidad de veh́ıculos en el periodo n, estado i y en la realización w,

n ∈ {0, . . . , v}, i ∈ {0, . . . , k} y w ∈ {1, . . . ,W}

π̃t,w: realización de la variación porcentual mensual de la inflación t ∈ Gn

κ̃t,w: realización de la variación porcentual mensual del tipo de cambio
t ∈ Gn

Ãt,w: Realización del modelo SARIMAX en t

Sn,w: Total de veh́ıculos nuevos en el periodo i

Pj
i : probabilidad de transición del estado i al estado j

V n+1
j,i,w : cantidad de veh́ıculos para el periodo n + 1 en el estado j prove-

nientes del estado i

1: procedure Inicialización de Periodo
2: L← Se crea un objeto lista
3: for n = 0, ..., v − 1 do
4: ∀w
5: procedure Simulación de Veh́ıculos Nuevos
6: for t ∈ Gt do
7: π̃t,w ← N (πt, σ

2
π)

8: κ̃t,w ← N (κt, σ
2
κ)

9: Ãt,w ← SARIMAX(π̃t,w, κ̃t,w)

10: end
11: Sn,w ←

∑
t∈Gi

Ãt,w

12: procedure Transición de Estados

13: ∀i,

{
V n+1
0,i,w ∼Multinom

(
V n
i,w, {P0

i ,P
i+1
i }

)
[1]

V n+1
i+1,i,w ∼Multinom

(
V n
i,w, {P0

i ,P
i+1
i }

)
[2]

14: V n+1
0,w ← Sn,w +

∑
i V

n+1
0,i,w

15: procedure Almacenamiento de Valores
16: L[n+ 1]← {Sn,w, V

n+1
0,w , . . . , V n+1

k,w }
17: end

44



4 — Desarrollo

En esta sección se abarcará la explicación detallada del procedimiento para

aplicar el modelo y la metodoloǵıa antes descritas. Esto implica exponer el tra-

tamiento realizado al conjunto de datos, describir las herramientas estad́ısticas

para las series Zt y la bateŕıa de modelos obtenidos; finalmente, se describe el

análisis realizado a las covariables macoreconómicas y se realiza la optimización

para encontrar el parámetro γ̂ de la probabilidad de transición. La aplicación se

realizó en el lenguaje de programación R.

4.1. Sobre el Conjunto de Datos

Se cuenta con datos de un único conjunto de veh́ıculos, que fue otorgado por

el Instituto Nacional de Seguros y resulta acorde a los requerimientos de confi-

dencialidad. El conjunto de veh́ıculos en espećıfico es anónimo, por lo que sus

identificadores también fueron alterados para mantenerlos uńıvocos; pero diferen-

tes a los reales. Estos datos constan de siete variables: Periodo de cobro, Placa,

Indicador de Pago, Indicador de Ingreso, Mes de Ingreso, Año de Ingreso y Perio-

dos de Atraso. Cada observación visualiza el registro desde el 2016 hasta la fecha
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de corte para el conjunto completo (periodo de cobro 2022) de lo sucedido para

un veh́ıculo en un periodo de cobro espećıfico. Una descripción más detallada se

incluye a continuación.

Detalle de Variables

Periodo de cobro Variable discreta que toma los valores 2016 hasta
el 2022.

Placa Identificador único por veh́ıculo. Consiste en una
concatenación de códigos de registro. No hay dos
placas iguales por veh́ıculo en un momento deter-
minado.

Indicador de Pago Variable dicotómica, toma el valor 1 si en ese pe-
riodo de cobro el veh́ıculo pagó y 0, si no. Está di-
rectamente relacionada con la variable de Periodo
de atraso. Solo puede ser 1 si el periodo de atraso
es 0.

Indicador de Ingreso Variable dicotómica, toma el valor 1 si el veh́ıculo
es un nuevo ingreso para ese periodo de cobro y
0, si sucede lo contrario. Solo debe de haber un
ingreso.

Mes de Ingreso Variable discreta, toma los valores de 1 a 12 de-
pendiendo de en cuál mes se registra el ingreso del
nuevo veh́ıculo. Es NA en caso de que no sea un
veh́ıculo nuevo.

Año de Ingreso Variable discreta, toma los valores de 2015 a 2022
dependiendo de en cuál año se registra el ingreso
del nuevo veh́ıculo. Es NA en caso de que no sea
un veh́ıculo nuevo.

Periodos de Atraso Variable discreta, puede tomar cualquier valor des-
de 0 en adelante. El máximo valor observado se
encuentra entre los 37 y los 40.

Cuadro 4.1: Descripción detallada de las variables para el set de datos utilizado.

El conjunto de datos se extrae directamente del sistema del INS y el hecho de
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que se base en lo realmente ocurrido registrado a la fecha de corte se considera

importante, dado que esta variación implica una leve diferencia con respecto a

lo contabilizado en cada periodo de cobro. Un ejemplo muy sencillo de esto es el

efecto que tiene la utilización de cheques sin fondos para el pago del marchamo

tal y como se explica a continuación.

Una vez que el pago se realiza terminando el mes de diciembre, el sistema

contabiliza tal pago en el periodo de cobro correspondiente; no obstante, el sistema

se corrige y modifica tal transacción una vez observado que efectivamente el cheque

no conteńıa fondos. Si se cuantifica el conteo de lo contabilizado se observará un

pago para ese periodo de cobro. La corrección se contabilizaŕıa para el siguiente

periodo y en la base se observaŕıa lo que realmente sucedió en el periodo inicial,

que tal transacción nunca ocurrió. Cabe recalcar que esta variación es leve dado

que los casos y razones por las cuales suceden estas devoluciones tienden a ser

pocas a lo largo de los periodos.

Es importante tomar en cuenta que los datos siguen el orden necesario para

la aplicabilidad del modelo. Esto quiere decir que mantienen consistencia a lo

largo del tiempo. Por ejemplo, un veh́ıculo nunca debeŕıa acumular dos periodos

atrasados en un único periodo de cobro. Se asume que cada veh́ıculo solo se registra

una vez en el sistema tomando el último registro como el único. Es por esto que la

primera observación de un veh́ıculo que ingresó en los periodos de cobro 2016-2022

debe contener un 1 en el indicador de ingreso y las observaciones en periodos de

cobro anteriores a esa no deben existir. Otra regla observada consiste en que las

variables deben mantener consistencia coordinada por observación. El indicador

de pago debe estar coordinada con la fecha de ingreso. Si existe un ingreso el
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indicador debe ser 1 y simultáneamente debe existir mes y año de ingreso. Del

mismo modo, con el indicador de pago, si se pagó en un periodo de cobro, esto

implica que no acumuló periodo de atraso y, por lo tanto, el periodo de atraso

debe reiniciar a cero. Las reglas fueron garantizadas por el Instituto Nacional de

Seguros y fueron validadas antes de la aplicación del modelo.

Bajo esta estructura se goza de un volumen suficiente de observaciones, exac-

tamente 9.543.609 observaciones. Por otro lado, es forzoso tomar en cuenta que

las observaciones no corresponden a cantidad de veh́ıculos, sino lo sucedido para

un veh́ıculo dentro del sistema para un periodo de cobro. Además, los veh́ıculos se

pueden agrupar en diferentes subgrupos de posible interés, entre ellos, los veh́ıcu-

los que pagan desde un estado con periodos de atraso mayores a cero, a estos se

les acostumbra llamar No Procesados dado que no se colocaron al cobro en el pe-

riodo que pagan. Sin embargo, los veh́ıculos de mayor interés son los veh́ıculos de

pago por periodo de cobro, la evolución de cuyo número se muestra a continuación.

Figura 4.1: Cantidad de veh́ıculos pagados por periodo de cobro.
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Se puede notar que en general la cantidad de veh́ıculos pagados es creciente.

Recordemos que los veh́ıculos pagados por periodo de cobro corresponden a los

del estado con cero periodos de atraso.

4.2. Aplicación de Modelo SARIMAX

Ahora que se conocen los elementos de la base de datos, variables y obser-

vaciones se procede a realizar el análisis univariado de los veh́ıculos nuevos. El

análisis se realizará desde un punto de vista univariado y luego uno multivariado,

de manera que se pueda definir el conjunto de modelos que funcionarán como can-

didatos. Luego, se observarán los errores de predictibilidad y el AIC de manera

que se obtenga el mejor modelo, para finalmente observar su eficacia. Cada grupo

de cálculo utilizará un 70% de los datos más antiguos como conjunto de ajuste

Na, un 15% como objetivo No y un 15% de evaluación, el más reciente Ne.

Na toma los valores desde noviembre 2015 hasta setiembre del 2020

No toma los valores desde octubre 2020 hasta octubre del 2021

Ne toma los valores desde noviembre 2021 hasta octubre del 2022

4.2.1. Análisis Univariado

Inicialmente, tenemos una serie de nuevos ingresos para el conjunto de ajuste

Na. A continuación se observa la serie, su descomposición tendencial y periódica

y los residuos.
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Figura 4.2: Descomposición de la serie de veh́ıculos nuevos.

Se percibe una disminución en la serie a lo largo del tiempo la cual es confir-

mada por la tendencia. La gráfica de estacionalidad sugiere además dos momentos

en el año para los cuales existe un aumento de la cantidad de veh́ıculos, espećıfica-

mente en diciembre y en abril. Esto indica que la serie se ve afectada por eventos

como, la Expo-automoviĺıstica y fin de año.

Al aplicar la primera diferencia de la serie obtenemos una eliminación de la

tendencia como se observa en la siguiente gráfica. Esto sugiere la posibilidad de

utilizar una parámetro estructural de ARIMA, d = 1.
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Figura 4.3: Serie de veh́ıculos nuevos diferenciada una vez (d = 1).

Se observa que la tendencia ahora tiende a bajar y a subir en los extremos

mientras que se mantiene estable en la mayoŕıa de los periodos. Por otro lado,

note que se mantienen dos momentos en el año con una alta cantidad de veh́ıculos

al igual que en la serie original.

Por otro lado, es muy importante poner a prueba el supuesto de normalidad

sobre los residuos de la serie. Esta se visualiza en la figura 4.4, se puede observar

una similitud entre el ajuste normal y la distribución emṕırica. Adicionalmente,

se realiza un prueba de hipótesis de Pearson para la normalidad de los residuos

para la cual se obtiene un estimador de 17,103 y un p-valor de 0,02905 que es

mayor a 0,01 por lo que no se rechaza la hipótesis nula.
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Figura 4.4: Normalidad para los residuos de la serie de veh́ıculos nuevos diferenciada
una vez. En azul el ajuste de la distribución normal y en rojo la distribución emṕırica
de los residuos.

Al observar el periodograma y elegir las tres frecuencias más altas del espectro,

se encuentran periodos significativos de 6, 5 y 12. Esto sugiere un valor s = 12 o

s = 6. A continuación se observa la autocorrelación de los residuos para cuando

s = 12 y s = 6.
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Figura 4.5: ACF de la serie de veh́ıculos nuevos diferenciada con s = 12 y s = 6
retrasos.

Se nota que en el caso cuando s = 6 se obtienen residuos más autocorrelacio-

nados que en el caso de s = 12. Esto sugiere utilizar un parámetro estructural

s = 12. Ahora, observamos el ACF y el PACF de la serie diferenciada una vez

(d = 1).

Figura 4.6: ACF y PACF de la serie de veh́ıculos nuevos diferenciada una vez.
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El ACF se corta después del primer lag mientras que el PACF se disminuye

sinoidalmente. Esto sugiere utilizar q = 1, significativo y vale la pena probar p = 0

y p = 1. Luego, al observar el ACF y el PACF de la serie al utilizar una diferencia

cada 12 lags se observan a continuación.

Figura 4.7: ACF y PACF de la serie de veh́ıculos nuevos diferenciada cada 12 retrasos.

El PACF se corta después del 2 mientras que el ACF se disminuye sinoidal-

mente. Esto sugiere P = 2, no tan significativo en s = 12 por lo que se puede

probar P = 1. Se deduce, además, que vale la pena analizar Q = 1 y Q = 0.

Ahora, al tomar en cuenta las observaciones realizadas sobre las caracteŕısticas de

las series, se identifican las siguientes modelos candidatos.
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Posibilidades Encontradas
Arima(1, 1, 1)[2, 0, 1]12 Arima(0, 1, 1)[2, 0, 1]12
Arima(1, 1, 1)[1, 0, 1]12 Arima(0, 1, 1)[1, 0, 1]12
Arima(1, 1, 1)[2, 0, 0]12 Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0]12
Arima(1, 1, 1)[1, 0, 0]12 Arima(0, 1, 1)[1, 0, 0]12
Arima(1, 1, 1) Arima(0, 1, 1)

Cuadro 4.2: Estructuras paramétricas ARIMAX que funcionan como candidatos en el
análisis. Se derivan de las sugerencias obtenidas al aplicar herramientas estad́ısticas.

4.2.2. Análisis de Covariables

En esta sección se observa la función de autocorrelación cruzada. Solo interesa

la causalidad representada por el lado derecho del gráfico, de manera que el pasado

de la covariable influencie el presente de la variable dependiente. La relación a

tomar debe ser intuitiva con respecto a la causalidad.

Figura 4.8: Función de autocorrelación cruzada para πt y κt, respectivamente.
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Se puede observar una correlación con lag = 2 negativa, significativa, en la

variación mensual del IPC. Mientras en el caso del tipo de cambio, se encuentra

una correlación con lag = 12 o lag = 1 negativa y relevante, más no significativa.

4.2.3. Conjunto de Modelos Candidatos

Al tomar los retrasos correspondientes y realizando todas las posibles combi-

naciones con los modelos encontrados del análisis univariado, se encuentran 88

posibles modelos. Los cinco con el mejor AIC se presentan a continuación.

Modelo IPCVM TCVVM1 TCVVM12 AIC
Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0]12 X X X 745.195
Arima(1, 1, 1) X X X 745.844
Arima(1, 1, 1)[2, 0, 0]12 X X X 745.847
auto.arima Arima(0, 1, 1)[0, 0, 1]12 X X 745.883
Arima(0, 1, 1)[1, 0, 1]12 X X X 745.934

Cuadro 4.3: Los cinco mejores modelos según la aplicación del AIC. La X implica
utilizar la covariable.

Estos 88 modelos se generan al combinar los candidatos del cuadro 4.2 que

son 10 modelos con todas las combinaciones de 2 covariables (corresponden a 3

posibilidades dado que son 3 covariables), de utilizar cada covariable por separado,

utilizarlas todas o no utilizar ninguna, lo que da 8 posibilidades para cada modelo.

Adicionalmente, se agregan 8 posibilidades más al utilizar la función auto.arima

de R para cada combinación de covariables mencionada. Por lo que tenemos 10×

8 + 8 = 88 candidatos.
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4.2.4. Enfoque Predictivo

Al aplicar los modelos con los menores AIC en el conjunto de datos objetivo y

calcular los errores obtenemos los siguientes resultados. En general, serie VN train

corresponde a la serie histórica de veh́ıculos nuevos para ajuste en Na, la serie

denominada original corresponde también al histórico de la serie pero en No.

Figura 4.9: Comparativo sobre datos de control de modelos candidatos.

El procedimiento implica observar cuál es el modelo que en el ámbito predictivo

logra captar tanto la intuición del usuario como el menor error observado. En este

caso, se puede observar que la mayoŕıa de candidatos tiende a la baja, esto es

lo esperable dado que la tendencia observada anteriormente confirma una baja

al transcurrir el tiempo. No obstante, existen modelos que se acercan más a la

serie original. Como es el caso del Arima(1, 1, 1) con las tres covariables o el único

modelo recomendado por el auto.arima al inicio de los periodos objetivos No.

Sin embargo, a continuación se observan los ı́ndices de error para el enfoque
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predictivo y podemos observar aqúı los modelos con los mejores rendimientos son

el Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0]12 con las tres covariables y el Arima(1, 1, 1) con las tres

covariables.

Figura 4.10: Comparativo de errores para el enfoque predictivo en modelos candidatos.

Si bien, el Arima(1, 1, 1) con las tres covariables es el modelo con los menores

RMSE y MSE, se busca que el modelo logre un aumento futuro de los valores.

Esto es aśı dado que se espera un crecimiento para periodos después del periodo

pandémico (año 2021) como se observará en los datos sobre Ne. Esto se logra con

un alto PTFA o PFA por lo que finalmente, se elige el Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0]12 con

las tres covariables como modelo idóneo dado que además de obtener el mejor

PTFA es el modelo con el menor AIC.
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Modelo IPCVM TCVVM1 TCVVM12 MSE RMSE PFA PTFA
Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0]12 X X X 1380838.09 1175.09 0.08 0.17
Arima(1, 1, 1) X X X 815649.30 903.13 0.23 0.07
Arima(1, 1, 1)[2, 0, 0]12 X X X 1509604.60 1228.66 0.08 0.15
Arima(0, 1, 1)[0, 0, 1]12 X X 1671997.06 1293.06 0.23 0.06
Arima(0, 1, 1)[1, 0, 1]12 X X X 2251936.00 1500.65 0.15 0.02

Cuadro 4.4: Los cinco mejores modelos según la aplicación del AIC. La X implica
utilizar la covariable.

4.2.5. Rendimiento del Modelo Seleccionado

Ahora visualizaremos, como último paso, el rendimiento sobre los datos en Ne,

del modelo idóneo. Para esto se ajustan los coeficientes en

Modelo IPCVM TCVVM1 TCVVM12 MSE RMSE PFA PTFA
Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0]12 X X X 1665239.75 1290.44 0.50 0.38

Cuadro 4.5: Errores predictivos del modelo idóneo sobre Ne.

Una caracteŕıstica importante sobre los errores predictivos cuando se evalúa

una serie para la cual se está interesado en un dato agregado, como lo es en

este caso al sumar la serie por periodo de cobro (pasando de Zt a Sn), es que

resulta conveniente un PFA cercano al 50%. Esto es debido a que el modelo no

pretende una predicción exacta sobre conjuntos de control y, por lo tanto, esto

podŕıa significar un sobreajuste que no necesariamente mejore el rendimiento en el

futuro. Lo que se espera es que sea cercano a un comportamiento esperado, como

sucede en este caso particular. El PFA garantiza que en el momento de agregar

las sobre-estimaciones se acerquen a las sub-estimaciones y aśı el valor agregado

no se aleje mucho del dato real, lo cual evita un posible sobreajuste del modelo.

Esto se confirma en la figura 4.11.
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Figura 4.11: Comparativo de la proyección y observación del modelo idóneo para la
serie de veh́ıculos nuevos.

4.2.6. Proyección Definitiva

De este modo, y una vez elegido el modelo idóneo, se observa su proyección

utilizando el histórico completo N y se proyecta hasta el mes de octubre 2025.

Figura 4.12: Proyección de veh́ıculos nuevos definitiva.

Para confirmar que el modelo elegido se ha ajustado correctamente ante la

incorporación del histórico completo, se pueden observar los residuos, dado que
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se desea que estos no se encuentren significativamente correlacionados.

Figura 4.13: ACF de los residuos para el modelo definitivo.

Con esto se confirma que efectivamente sus residuos no están correlacionados

significativamente. Por otro lado, el estimador de Durbin-Watson toma un valor

de 1.77 lo cual es suficientemente cercano a 2 como para caracterizar un buen

ajuste del modelo1. Finalmente, en el siguiente cuadro se observa la proyección

por periodo de cobro, donde se puede comprobar cómo se eleva la cantidad de

veh́ıculos nuevos para el 2023 para luego disminuir en el 2024.

Figura 4.14: Proyección anual de veh́ıculos nuevos.

1Si se desea comprender más sobre el estimador de Durbin-Watson se recomienda consultar
[Durbin and Watson, 1951] o el Apéndice B
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4.3. Implementación de la Cadena de Markov

Ahora que se ha elegido el modelo de veh́ıculos nuevos, se procede a desarrollar

el modelo de Cadena de Markov con población abierta a continuación. Como se

mencionó, el procedimiento learning/testing consiste en abarcar los tres conjun-

tos de control para ajuste, objetivo y evaluación. Para este caso,Ma abarca los

datos desde el 2016 hasta el 2019, el Mo seŕıa el periodo 2020 y el histórico de

evaluación lo conforman los periodos 2021 y 2022.

Por otro lado, si bien el modelo proyecta la cantidad de veh́ıculos sobre todos

los posibles estados, se comentará espećıficamente el caso del estado de pago

(0 periodos atrasados), 1 periodo atrasado y 2 periodos atrasados. En total se

observan 38 estados en el conjuntoMa. Solo se comentará sobre los estados 0, 1 y

2 debido a su tamaño y relevancia sobre la dinámica de pago. Al aplicar el modelo

sobre el conjunto de control y optimizar la función objetivo (3.5) obtenemos el

valor γ̂ = 2,1187 lo que sugiere que el modelo tomará los periodos futuros con

mayor influencia. Además, se elige un espacio de búsqueda O = [0, 15]. El espacio

de búsqueda se elige de esta manera debido a que la variación de la función objetivo

después de utilizar un valor tal que γ > 10 es mı́nima, sugiere que a partir de

ese punto solo se obtiene influencia de los puntos extremos del histórico. Esto se

confirma en la figura 4.15.

La optimización se realiza con el método meta-heuŕıstico de optimización por

enjambre de part́ıculas o PSO, denominado aśı por sus siglas en inglés. Si se desea

conocer más información sobre el método, consulte [Bonyadi and Michalewicz,

2017] o el apéndice A, donde se hace una descripción detallada del método. La
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razón por la cual utilizar PSO en este trabajo se discutirá en la sección 5.1. Ahora

que se ha encontrado el valor de γ̂, basta con calcular lo definido en 2.3, dentro

del conjunto de controlMa y compararlo enMo.

Figura 4.15: Nótese como a partir de γ > 10 el valor de la función objetivo se estabiliza.

A continuación se pueden visualizar los valores de los estados 0, 1 y 2 dentro

del conjunto de datosMo.

63



Figura 4.16: Proyección de estados 0, 1, 2 sobre datos de reajuste con α óptimo.

De acuerdo con lo descrito en [Pedersen, 2010], se utilizó el PSO con 10 part́ıcu-

las, con coeficiente de velocidad ω = 0,3925, una constante de búsqueda global

c.g de 1,3358 y local c.p de 2,5586.

Para estos casos se obtienen como ı́ndices de error un MSEP = 335,4901 y

un MEA = 1887,94. El error máximo absoluto se encuentra en el estado de 1

periodo atrasado. Si bien se observa un excelente ajuste, esto no se debe tomar

como un criterio de predictibilidad debido a que justamente estamos encontrando

el valor γ̂ que disminuya esta brecha en el conjunto de datosMo. Se espera que los

errores sean mı́nimos y su visualización solo nos garantiza que el procedimiento

se ha aplicado correctamente.

4.3.1. Enfoque Predictivo

Ahora que se conocen los parámetros a utilizar, se evaluará la predictibilidad

del modelo. Al ejecutar el modelo sobre el conjuntoMa∪Mo y calcular los errores

sobre el conjunto de controlMe obtenemos los siguientes resultados.
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Figura 4.17: Proyección sobre datos de control de los estados 0, 1 y 2 de la Cadena
de Markov.

Aqúı se evidencia la capacidad predictiva del modelo. Resulta notable que

para el estado de pago con 0 periodos de atrasados en el 2021 la desviación es

bastante pequeña, exactamente de 15 093, 980 veh́ıculos. En el año 2022 la dife-

rencia corresponde a 57 934, 914 veh́ıculos. No obstante, se debe tomar en cuenta
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que en el año 2021 el Ministerio de Hacienda realizó una amnist́ıa del marchamo

que aumentó el pago. Para este caso la amnist́ıa no afectó directamente el monto

adeudado del SOA pero disminuyó el volumen del pago para el paquete fiscal.

En este caso el Instituto Nacional de Seguros no cuenta con datos o registros

que cuantifiquen el efecto, solo se conoce su realización y se observó un leve au-

mento sobre el pago. Esto es diferente con respecto al 2022, en donde el gobierno

realizó una condonación de la deuda para el pago. En este caso el SOA śı registró

durante un lapso determinado la cantidad de veh́ıculos que entraron en esta cate-

goŕıa. Este efecto es desconocido para el modelo y es por esto que en el estado de

pagados se obtiene una diferencia mayor. Se observan 45 242 veh́ıculos, estos son

veh́ıculos que al pagar la condonación realizaron una transición irregular de algún

estado con altos periodos de atraso. Esta transición es irregular y no debeŕıa ser

tomada en cuenta para la estimación de la probabilidad de transición al utilizar

el conjunto histórico completoM. Al restar la diferencia de lo proyectado con lo

observado en el 2022 y el total de veh́ıculos condonados se obtiene un error de

aproximadamente 12 692, 91 veh́ıculos. Por lo que el ajuste termina siendo ideal.

Ambos efectos, en el 2022 y 2021, afectan de manera distinta los estados de los

conjuntos de atraso restantes y por eso se observan desviaciones importantes.

Cabe recalcar que el efecto de minimizar el error ponderado en la función

objetivo śı garantizó una disminución más severa del error para el estado de pago,

el cual influye de manera directa sobre las primas de riesgo del SOA. Por otro

lado, obtenemos para el conjunto Me un MEA = 5 7934, 91 y un MSEP =

7 500, 30. Finalmente, se presentan las proyecciones para periodos futuros. Aqúı

se observa la esperanza calculada a partir del último periodo observado. La sombra
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en azul corresponde al margen generado por las esperanzas condicionales derivados

de la simulación. Cabe recalcar que la sombra disminuye su ancho conforme se

aumentan los periodos de atraso. Esto sugiere que la varianza disminuye conforme

aumenta el periodo de atraso.

Figura 4.18: Proyección sobre datos de control de los estados 0, 1 y 2 de la Cadena
de Markov.

Si bien en los gráficos anteriores se observan solo los estados 0, 1 y 2, en el
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siguiente cuadro se pueden observar la esperanza y medidas de riesgo elegidas

para este trabajo. Consistentemente, la esperanza se mantiene como un valor en

medio de las medidas de riesgo, y más aún, se puede notar el nivel del riesgo de

acuerdo con la distancia entre ambas medidas, debido a que obtenemos el valor

en riesgo condicional para ambas colas con una significancia de α = 99, 99%.

Estado CVaRβ Esperanza CVaRα

0 1 060 041,99 1 084 956,96 1 110 940,50
1 56 227,33 56 779,16 57 293,45
2 45 433,15 45 678,28 45 922,95
3 14 853,05 14 929,06 14 998,00
4 19 565,70 19 611,61 19 653,00
5 24 143,76 24 179,21 24 210,91
6 25 968,24 25 993,59 26 016,88
7 24 292,17 24 310,98 24 328,62
8 24 216,47 24 230,41 24 244,15
9 22 420,93 22 437,02 22 452,05
10 20 384,19 20 398,78 20 409,89
11 15 287,84 15 298,09 15 306,64
12 14 097,97 14 107,83 14 115,56
13 10 570,38 10 584,13 10 595,07
14 11 045,97 11 055,25 11 062,41
15 12 976,36 12 984,26 12 990,29
16 13 645,55 13 654,08 13 660,36
17 11 317,84 11 326,79 11 333,39
18 17 255,04 17 269,34 17 282,00
19 8 040,44 8 047,52 8 053,19
20 16 319,30 16 326,49 16 332,10

Cuadro 4.6: Esperanza y medidas de riesgo proyectados para el periodo de cobro 2023.

Esto intuitivamente brinda una idea sobre la volatilidad en las posibilidades

según el modelo, y como es de esperarse, es en el caso del estado con cero periodos

de atraso en donde se observa una mayor distancia entre las medidas de riesgo. Si
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se desea observar los resultados para los periodos 2024 y 2025, consultar el anexo

6.1. Aqúı solo se presenta hasta el estado 20; no obstante, se observan veh́ıculos

hasta el estado 39 en el 2023.

4.3.2. Cantidad de Simulaciones

Como se describió en 3.4, la cantidad de simulaciones se define de manera

que se satisfaga parcialmente la ley de grandes números, esto quiere decir que la

diferencia entre el promedio observado y la esperanza sea aceptablemente pequeña.

Esto se realizó utilizando dos puntos de referencia: los veh́ıculos nuevos, mediante

la utilización de los valores de Sn y los veh́ıculos esperados del estado 0. Se escogen

estos en particular ya que para efectos del SOA constituyen los valores con mayor

interés y resultan ser para los cuales las medidas de riesgo serán estudiadas con

mayor prioridad.

En el caso de la convergencia de la serie de veh́ıculos nuevos se utiliza el

promedio por periodo proyectado de la diferencia porcentual entre el promedio y

la esperanza, esta función se define de la siguiente manera:

Cnv1(W ) =

∑W
w=1 S1,w

W
−E[S1]

E[S1]
+

∑W
w=1 S2,w

W
−E[S2]

E[S2]
+

∑W
w=1 S3,w

W
−E[S3]

E[S3]

3

Resulta notable que la función es el promedio de tres diferencias porcentua-

les dado que se proyectan los periodos 2023, 2024 y 2025, (n = 3). La función

Cnv1(W ) se observa hasta el valor máximo donde W = 2000. Por lo que se utili-

zan dos mil simulaciones.
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Figura 4.19: Convergencia entre el promedio y la esperanza para simulación de
veh́ıculos nuevos.

Se nota que aqúı Cnv1(2000) = 0,6% lo que quiere decir que la diferencia

porcentual promedio de los periodos es de 0,6% lo cual califica como una diferencia

aceptable para satisfacer parcialmente la convergencia.

Similarmente, para observar la convergencia de la simulación dentro del estado

de pagados (estado 0), tenemos la siguiente función de convergencia:

Cnv2(W ) =

∑W
w=1 V 1

0,w
W

−E
[
V 1
0

]
E
[
V 1
0

] +

∑W
w=1 V 2

0,w
W

−E
[
V 2
0

]
E
[
V 2
0

] +

∑W
w=1 V 3

0,w
W

−E
[
V 3
0

]
E
[
V 3
0

]
3

.

Para este caso tenemos que Cnv(2000) = 0,047% lo que nos garantiza que se

cumpla parcialmente la ley de grandes números, como se muestra en la siguiente

gráfica.
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Figura 4.20: Convergencia entre el promedio y la esperanza para simulación de
veh́ıculos pagados.

Ahora que se tiene la cantidad de simulaciones aceptableW = 2000, se procede

a calcular el valor en riesgo condicional con las realizaciones generadas. Para

esto basta, para cualquier estado proyectado, ordenar en una lista de los posibles

valores según la simulación de menor a mayor y se realiza el promedio de los

valores mayores o iguales al elemento 1980 de la lista. Esto para encontrar el

valor condicional de la cola derecha y, luego, al realizar el promedio de los valores

menores o iguales al elemento 20 de la lista. De este modo se obtiene el valor

en riesgo condicional de la cola izquierda. El ejercicio consiste en obtener los 20

elementos más extremos de la simulación, dado que son los elementos superiores

o iguales al percentil de la significancia α = 99, 99%.

Por otro lado, no porque el promedio se acerque a la esperanza se obtendrá

una convergencia del CVaR. En este trabajo interesa espećıficamente en el CVaR

de la cola izquierda de la cantidad de veh́ıculos que pagan, o sea, se encuentran

en el estado con cero periodos de atraso. La convergencia del CVaR se visualiza

en la siguiente figura donde se procede a calcular el promedio por periodo de los
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CVaRs conforme se aumenta la cantidad de simulaciones.

Figura 4.21: Convergencia del CVaR de la cola izquierda para el estado con cero
periodos de atraso.

4.3.3. Periodo de Condonación 2022

Como se mencionó anteriormente, el Instituto Nacional de Seguros no tiene

datos correspondientes al periodo de amnist́ıa del año 2021 pero śı sobre la condo-

nación del año 2022. Para poder incorporar este sobre el modelo se deben tomar

en cuenta dos situaciones: una retrospectiva y otra prospectiva. La retrospectiva

influye el manejo del dato con la transición extrema que sucedió por la condo-

nación. En otras palabras, la transición de cada uno de estos veh́ıculos no debió

suceder bajo circunstancias normales y es por eso que tales placas se excluyeron

de la estimación de la probabilidad de transición para el periodo 2021-2022.

Desde el punto de vista prospectivo, se considera que el conjunto de veh́ıculos

que aprovecharon el periodo de condonación tendrá una morosidad distinta a lo

normalmente acostumbrado. Para esto, a este conjunto de veh́ıculos se les fijó la

probabilidad observada de pago con lo obtenido hasta abril del año 2023. Esto
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quiere decir que se fija el pago de estos veh́ıculos hasta el mes de abril y se asume

que del conjunto de veh́ıculos condonados no tendrán pagos adicionales durante el

resto del periodo de cobro. Esta es una medida conservadora y simultáneamente

realista. Por un lado, se debe tomar en cuenta que asumir que no pagarán más

veh́ıculos del conjunto a partir de abril de 2023 es un supuesto realista si se conoce

el hecho de que más del 85% de los veh́ıculos pagan en los primeros 4 meses del

año. Esto es con el fin de tener el derecho de circulación la mayor cantidad de

tiempo durante el año. Y se considera conservador dado que en caso de fallar solo

se garantizará un mayor pago de veh́ıculos lo que aumentará el ingreso por prima,

lo cual mantendŕıa la estabilidad financiera del seguro.
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5 — Conclusiones y

Recomendaciones

Como se observó en las secciones anteriores, se ha logrado diseñar un modelo

de cadena de Markov con población abierta que permite proyectar la cantidad de

veh́ıculos pagados para periodos futuros dentro del Seguro Obligatorio Automotor.

Los resultados son consistentes, pues se logra caracterizar el riesgo sobre el impago

del seguro a la vez que se permite al usuario comprender con mejor medida los es-

cenarios posibles. En particular, la simulación permite al usuario agregar mejores

herramientas anaĺıticas a los estudios actuariales del fondo; una posibilidad, como

se mencionó anteriormente, es simular un futuro estado de resultados que permita

visualizar que sucede con la utilidad de la ĺınea y verificar si la cantidad de pri-

ma resulta ser suficiente en casos de escasez de pago dentro del sistema de reparto.

Por otro lado, se debe tomar en cuenta que la estrategia de utilizar el método

de learning/testing o los llamados grupos de control, mejora el ajuste y verifica

que efectivamente se está utilizando un modelo robusto de acuerdo con el con-

junto de posibilidades sugerido por las herramientas estad́ısticas aplicadas. Estas
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estrategias de ajuste van de la mano con la dinámica de pago y generan una mayor

confiabilidad a la hora de aplicar el modelo.

El ingreso de nuevas poblaciones logra captar la relación macroeconómica con

la demanda de veh́ıculos. Es importante recalcar que, si bien el modelo brinda

márgenes de ajuste en conjunto con los datos de control, en la literatura se uti-

lizan muchas técnicas y modelos distintos por lo que en el caso de los veh́ıculos

nuevos se podŕıa agrandar la bateŕıa de modelos para incluir modelos como, redes

neuronales, máquina de soporte vectorial, entre otros.

5.1. Limitaciones

Una de las limitaciones más evidentes es el manejo de las covariables. En mu-

chas instituciones financieras, se asigna a una división de profesionales el trabajo

de implementar modelos predictivos espećıficamente para proyectar variables ma-

croeconómicas. En el caso del Instituto Nacional de Seguros, esta información no

se encontraba a mano. Dado que no era un objetivo implementar un modelo es-

pećıfico para la inflación o el tipo de cambio, se utilizó un valor fijo, lo cual es

altamente improbable para variables macroeconómicas. Si bien no es un supuesto

ilógico para la inflación, dado que en Costa Rica el Banco Central mantiene una

poĺıtica de inflación fija, śı lo es para el tipo de cambio en tanto el régimen cam-

biario es de flotación administrada actualmente. Esto influencia negativamente la

calidad de la proyección y ocasiona una subestimación de los indicadores de riesgo

al disminuir la varianza de las proyecciones. Adicionalmente, se utiliza el supuesto

de normalidad sobre las series de covariables que no necesariamente se cumplen
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en la realidad; la existencia de colas gruesas, por ejemplo, podŕıa aumentar los es-

timados de riesgo. Por lo anterior se debe considerar que las covariables funcionan

únicamente como insumo adjunto dentro del modelo, y en caso de ser aplicado, se

espera un modelo robusto y fundamentado para la proyección de las covariables

a utilizar.

Como herramienta adicional se agregó el apéndice C donde se trabaja la infe-

rencia sobre una cadena de Markov. Al inicio del documento se supuso la homo-

geneidad de la probabilidad de transición y la propiedad de pérdida de memoria

como bases para proponer el modelo presentado. En el apéndice C se describe la

aplicación de pruebas de hipótesis para estas propiedades y se presentan los re-

sultados sobre los datos. En particular, se rechazaron ambas pruebas de hipótesis

lo que conlleva a dudar sobre la aplicación de estos supuestos. No obstante, se

debe tomar en cuenta que la prueba de hipótesis sobre la propiedad de pérdida de

memoria utiliza intŕınsecamente el supuesto de homogeneidad sobre la probabili-

dad de transición. Esto resulta significativo pues resulta posible que la hipótesis

nula no se rechace si se aplica una probabilidad de transición no-homogénea. La

aplicación de una cadena de Markov no-homogénea o la ampliación del espacio de

estados se delega a una posible futura publicación y se recomienda valorar estas

posibilidades dentro del esquema del Seguro Obligatorio Automotor.

Otra limitación observada es que el trabajo no abarca un margen comparati-

vo entre el modelo predictivo actualmente utilizado por el Instituto Nacional de

Seguros y el propuesto. Esto se debe esencialmente a la reglamentación dirigida

por la Superintendencia (SUGESE) y las poĺıticas internas del Instituto sobre la

publicación de metodoloǵıas de tarifación en producción.
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Si bien el Instituto cuenta con una base de datos robusta para la aplicación de

este modelo, se espera todav́ıa obtener mejores resultados cuando se acumule una

mayor cantidad de transiciones. En particular se recomienda utilizar el modelo

con un mı́nimo de 10 años de historia. Esto con el fin de que los datos de control

tengan un mejor margen para la caracterización de la capacidad predictiva del

modelo y aśı mantener una buena estimación de la probabilidad de transición.

Adicionalmente, la ejecución de la optimización es un posible punto de cŕıtica

ya que se utiliza PSO como optimizador de la función objetivo. Si bien la función

objetivo es una función complicada en su diseño, se encuentra definida en R −→ R,

por lo que no es un caso donde usualmente se utilizaŕıa el método PSO. Este

método, en la práctica, se utiliza para casos con espacios de búsqueda amplios y

multidimensionales. Se utiliza PSO para garantizar que la optimización siga fun-

cionando a pesar del eventual aumento de los datos históricos y dada la posibilidad

de encontrar múltiples óptimos locales, además de ser utilizado particularmente

como un ejercicio académico dentro de este trabajo.

Finalmente, se concluye que el modelo logra satisfacer los objetivos con posi-

bles productos que otros modelos no lograŕıan proyectar en congruencia con su

dinámica estocástica.
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6 — Anexos

6.1. Resultados de Proyección

Estado CVaRβ Esperanza CVaRα

0 1 034 970,43 1 110 433,35 1 180 360,76
1 32 646,30 33 599,29 34 528,90
2 44 946,81 45 471,79 45 949,25
3 42 986,75 43 239,73 43 511,70
4 14 609,76 14 697,20 14 777,18
5 19 423,33 19 478,06 19 531,73
6 24 053,78 24 095,40 24 134,30
7 25 914,86 25 946,60 25 974,81
8 24 255,13 24 279,32 24 300,58
9 24 163,78 24 187,31 24 210,17
10 22 390,38 22 411,51 22 430,29
11 20 362,95 20 381,58 20 396,96
12 15 271,65 15 284,91 15 298,00
13 14 060,25 14 077,40 14 093,71
14 10 555,70 10 571,93 10 586,22
15 11 036,92 11 048,67 11 058,70
16 12 964,96 12 975,79 12 984,89
17 13 630,68 13 642,98 13 653,55
18 11 292,26 11 306,71 11 319,22
19 17 238,38 17 255,45 17 271,58
20 8 034,73 8 044,31 8 051,38

Cuadro 6.1: Esperanza y medidas de riesgo proyectados para el periodo de cobro 2024.
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Estado CVaRβ Esperanza CVaRα

0 990 066,88 1 128 781,60 1 256 327,28
1 32 026,35 34 388,25 36 566,65
2 26 124,25 26 908,11 27 688,95
3 42 537,00 43 044,26 43 514,25
4 42 314,00 42 568,18 42 842,85
5 14 507,24 14 597,11 14 677,95
6 19 352,04 19 410,54 19 469,45
7 24 006,70 24 051,85 24 095,35
8 25 878,20 25 912,82 25 945,88
9 24 206,56 24 236,13 24 263,21
10 24 131,33 24 159,81 24 186,14
11 22 368,40 22 392,61 22 414,63
12 20 342,00 20 364,02 20 382,96
13 15 231,50 15 251,94 15 269,39
14 14 040,30 14 061,19 14 080,41
15 10 547,86 10 565,64 10 581,87
16 11 027,00 11 041,45 11 053,38
17 12 951,17 12 965,24 12 977,00
18 13 601,55 13 618,80 13 634,43
19 11 282,53 11 297,62 11 311,27
20 17 230,82 17 248,57 17 266,48

Cuadro 6.2: Esperanza y medidas de riesgo proyectados para el periodo de cobro 2025.

81



82



A — Optimización por

Enjambre de Part́ıculas

La optimización por enjambre de part́ıculas (PSO por sus siglas en inglés)

es un método computacional que intenta optimizar una función por medio de la

mejora iterativa de una posible solución, con respecto a parámetros de calidad

definidos. El conjunto candidato a ser solución se llama conjunto de part́ıculas,

y el espacio en donde este se mejora se denomina espacio de búsqueda. Al inicio

de cada iteración, cada part́ıcula tiene asignada una posición y una velocidad, las

cuales cambiarán en función de la mejor posición histórica individual, y mejor po-

sición histórica global, las cuales a su vez se actualizan al final de cada iteración.

En palabras simples, las part́ıculas se “comunican”, para encontrar el mı́nimo de

la función en cuestión. El método de PSO fue propuesto en 1995 por Kennedy

y Eberhart en [Eberhart and Kennedy, 1995] con el propósito de estudiar pobla-

ciones de animales en movimiento, como bancos de peces. En 1998, se presentó

una mejora al método en [Shi and Eberhart, 1998] la cual se toma en cuenta

aspectos de inercia de las part́ıculas. Según [Eberhart and Kennedy, 1995], este

método es relativamente rápido a nivel computacional, en términos de memoria
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utilizada y velocidad. Las primeras aplicaciones del método fueron emṕıricas, y

se demostró experimentalmente su buen funcionamiento en pruebas de algoritmos

genéticos, las cuales buscan optimizar una función iteradamente por medio de se-

lección de propiedades deseables en un conjunto de part́ıculas. En [Trelea, 2002],

Trelea ofrece un primer análisis general de la convergencia del método de PSO,

además de estudiar el efecto de distintas selecciones de parámetros. En este tra-

bajo, se concluye que la convergencia del método sobre funciones suaves, depende

directamente del número inicial de part́ıculas y de la cantidad de mı́nimos locales

de la función. Además, se presentó evidencia de que la geometŕıa y topoloǵıa de

la superficie en cuestión afectan los resultados. Recientemente, en 2017, Reza y

Michalewicz, presentan en [Bonyadi and Michalewicz, 2017] un análisis exhaus-

tivo del método, en el cual se realizó un estudio a fondo de la convergencia y

estabilidad del método y sus variantes, en donde se caracterizaron las ventajas y

desventajas del método, por medio de técnicas de topoloǵıa y cálculo estocástico.

A.1. Descripción del Problema

Esta sección fue adaptada de [Clerc, 2006]. Se cuenta con un espacio de búsque-

da, el cual es un conjunto acotado. En cada punto de este espacio, se puede evaluar

una función, la cual se buscará optimizar un mı́nimo. Este punto se llamará el

óptimo global de la función. Para optimizar la función, el algoritmo PSO define

un conjunto de part́ıculas, las cuales se mueven en cada iteración. Una part́ıcula

consiste de

1. Una posición dentro del espacio de búsqueda

84



2. El valor de la función en este punto

3. Una velocidad, la cual se usa para determinar la siguiente posición

4. Una memoria, la cual contiene la mejor posición (llamada óptimo histórico)

que ha encontrado la part́ıcula. Esto es, el punto en donde el valor de la

función ha sido mı́nimo.

5. El mejor valor de la función histórico de esta part́ıcula

El conjunto de todas las part́ıculas se llama el enjambre. Dentro del enjambre, se

define una topoloǵıa (en el sentido de redes), esto es, un conjunto de v́ınculos que

definen “quién se comunica con quién”. Esto significará que una part́ıcula conoce

la memoria de todas las part́ıculas vinculadas a ella por medio de la topoloǵıa.

El conjunto de estas part́ıculas informantes se llama su vecindario. En algunas

variantes del algoritmo, los vecindarios no son simétricos (solo hay información

en un sentido), ni reflexivos (las part́ıculas no se informan a śı mismas). La op-

timización en śı consiste en dos fases: inicialización del enjambre, y un ciclo de

iteraciones.

Inicialización del enjambre: Para cada part́ıcula:

Seleccione una posición al azar dentro del espacio de búsqueda. Evalúe la

función en cada posición. Asigne este valor como el óptimo histórico (pues

no hay otro qué escoger).

Seleccione una velocidad aleatoria. Nótese que esta velocidad también in-

cluye una dirección de movimiento.
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Iteración

Se computa la nueva velocidad, combinando los siguientes elementos:

• Posición actual

• Velocidad actual

• Óptima posición histórica

• Óptima posición histórica del vecindario

Se mueve la part́ıcula, aplicando esta nueva velocidad a la posición actual.

(Opcional) Se aplica una verificación de confinamiento. Esto es, se verifica

que la posición nueva está dentro del espacio de búsqueda. La omisión de

este paso se denomina coloquialmente, como el método “déjelos volar”. En

caso de que la posición quede afuera, se revierte la acción de mover.

Se evalua la función en la nueva posición.

Si este nuevo valor es mejor que el histórico, se actualiza dicho valor. Re-

cuérdese que se debe actualizar tanto la posición óptima como el valor ópti-

mo históricos.

El criterio de detención se puede definir de dos formas:

Cuando el mı́nimo de la función es conocido, entonces se puede definir una

tolerancia con respecto a este valor. En el momento que el valor óptimo

global entre en esta tolerancia, el algoritmo se detiene.

Simplemente se puede limitar el número máximo de iteraciones que se rea-

lizan.
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A.2. Descripción Formal

Sea f : Rd → R una función suave (la consideración de suavidad se utiliza por-

que se asumirá que la gráfica de la función es una superficie, o más espećıficamente,

una variedad diferencial). Sea E el espacio de búsqueda, E =
∏d

i=1[mı́ni,máxi].

Nótese que E es compacto, lo cual asegura la existencia de un óptimo global.

Se define a continuación,

El número de iteración, como t (de tiempo)

La posición de la part́ıcula i en t, como xi(t) ∈ Rd

La velocidad de la part́ıcula i en t, como vi(t) ∈ Rd

La mejor posición histórica de la part́ıcula i, como pi(t) ∈ Rd

La mejor posición histórica de todo el vecindario de la part́ıcula i, como

li(t) ∈ Rd

Se denota al enjambre por S, y se define una topoloǵıa (la cual depende de

la variación del algoritmo que se use), τ(S) ⊆ S × P(S), la cual asigna a cada

punto de i, un subconjunto de S, el cual se llamará el vecindario de i. En nuestro

caso se tomará una topoloǵıa trivial, es decir, el vecindario de cada part́ıcula

es todo el enjambre. Una vez que se han definido todos los elementos necesa-

rios para la implementación del algoritmo, es posible describir precisamente su

funcionamiento.
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A.3. Pseudocódigo del Algoritmo

Este consiste en realizar una iteración en donde cada part́ıcula calcula su nueva

posición, se compara la posición encontrada y se actualizan las posiciones globales.

Algoritmo 2 PSO
xi: posición
vi: velocidad
pi: peso
mpi: mejor peso individual
mxi: mejor posición individual
gp: peso global
gx: posición global

1: procedure Inicialización
2: for i = 1 : n do
3: vi ← 0
4: mpi, xi ← U(0, 1) Distribución Uniforme
5: mpi, pi ← f(xi)
6: if pi ≤ gp then
7: gp← pi
8: gx← xi

9: end
10: end
11: procedure Actualización
12: while Criterio Libre do
13: for i = 1 : n do
14: vi ← ωvi + φ1U(0, 1)(mpi − pi) + φ2U(0, 1)(gp− xi)
15: xi ← xi + vi
16: pi ← f(xi)
17: if pi ≤ mpi then
18: mxi ← xi

19: mpi ← pi

20: end
21: end
22: end
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A.4. Convergencia y Estabilidad

La siguiente sección corresponde con algunos de los resultados de [Bonyadi

and Michalewicz, 2017], el cual recopila datos y resultados de publicaciones rela-

cionadas a PSO entre 2008 y 2017.

Sea f : Rd → R la función a optimizar. El objetivo del algoritmo es

Encontrar x ∈ E ⊆ Rd tal que ∀y ∈ E, f(x) ≤ f(y),

donde E es el espacio de búsqueda, que se toma como una caja1 compacta de

dimensión d. En cada iteración t se actualizan los valores de todas las part́ıculas

de tal forma que

vi(t+ 1) = ωvi(t) + φ1Ri(t)(pi(t)− xi(t)) + φ2Pi(t)(li(t)− xi(t))

xi(t+ 1) = xi(t) + vi(t+ 1)

pi(t+ 1) =


xi(t+ 1), si xi(t+ 1) y f(xi(t+ 1)) < f(pi(t))∀i

pi(t) en otro caso

En donde φ1 y φ2 son dos números reales positivos fijos para todo el algoritmo

(parámetros de operación), y Ri(t), Pi(t) son matrices diagonales d×d, generadas

aleatoriamente, con valores distribuidos uniformemente en [0, 1]. Nótese que las

matrices se generan individualmente para cada part́ıcula, en cada iteración. La

1En realidad cualquier conjunto compacto y convexo funciona como espacio de búsqueda
gracias al conocido teorema de Weierstrass
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figura A.1 ilustra gráficamente una parte de la situación.

Figura A.1: Las regiones grises ilustran donde φ1Ri(t)(pi(t) − xi(t)) y φ2Pi(t)(li(t) −
xi(t)) se pueden encontrar (nótese que en la variante escogida, l = g, pues se trabajó
con la topoloǵıa trivial). Fuente: [Bonyadi and Michalewicz, 2017].

Resulta posible ver que la acción de multiplicar por R consiste en ampliar el

“rango de búsqueda” de la part́ıcula, para tener más posibilidades de encontrar un

óptimo. Debido a la naturaleza estocástica del algoritmo, resulta necesario definir

convergencia en una medida de probabilidad. Es decir, se dirá que el algoritmo

converge a un punto X (en probabilidad), si

∀ε > 0, ĺım
t→∞

P (|x(t)−X| < ε) = 1,

donde P es la medida de probabilidad. Es de notar que en este caso, es perfecta-

mente posible que haya convergencia. Se ha observado que para algunas escogen-

cias de ω, φ1 y φ2, producen velocidades que tienden a infinito. A este fenómeno

se le llama explosión del enjambre, lo cual ocasiona que las part́ıculas abando-

nen E. Este fenómeno no puede ser simplemente resuelto con la verificación de
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confinamiento, pues esto podŕıa provocar que un alto porcentaje de las part́ıcu-

las se detengan. Por lo tanto, es importante definir cotas de convergencia para los

parámetros de operación. Esto es especialmente dif́ıcil para enjambres grandes, por

lo que solo se conocen soluciones emṕıricas para enjambres de pocas part́ıculas, o

alternativamente, enjambres numerosos, pero que ignoran los factores aleatorios.
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B — Medidas de Dependencia

En muchos casos es necesario obtener una medida de dependencia sobre di-

ferentes series de tiempo. Más aún, cuando se asume: dadas las caracteŕısticas

naturales de algunas series, una causalidad evidente entre ellas. A medida que se

verifican estas implicaciones es importante utilizar herramientas descriptivas que

facilitan la descripción de esta relación como posible causa y efecto. Existen dife-

rentes medidas para caracterizar dependencia, por ejemplo, en [Nelsen, 2006] bajo

el contexto de cópulas donde se desea ajustar distribuciones conjuntas a vectores

aleatorios, se utiliza la τ de Kendall o bajo circunstancias más clásicas, donde se

utiliza el Coeficiente de Correlación de Pearson.

Cuando se trabaja con una serie de tiempo es probable que en muchas oca-

siones se requiera observar si el propio pasado de la serie influye su futuro y para

esto se utiliza la autocorrelación; no obstante, exploraremos en primera instan-

cia conceptos anteriores que nos permitirán comprender con mejor medida este

principio. Esta sección fue tomada de [Shumway and Stoffer, 2000].

Definición B.1. La función de autocovarianza se define como el producto del
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segundo momento, esto es:

γx(s, t) = cov(xs, xt) = E[(xs − µs)(xt − µt)]

para todo s y t. Se aclara que µs = E[xs] y µt = E[xt].

La función de autocovarianza pretende medir la dependencia lineal entre dos

puntos del tiempo observados de la misma serie. Por ejemplo, la función de au-

tocovarianza de una media móvil de tres puntos vt con ruidos blancos wt y pesos

uniformes corresponde a γ(s, t) = cov(vs, vt) = cov(1
3
{ws−1+ws+ws+1}, 13{wt−1+

wt + wt+1}).

Si s = t tenemos que:

γ(t, t) =
1

9
cov({wt−1 + wt + wt+1}, {wt−1 + wt + wt+1})

=
1

9
[cov(wt−1, wt−1) + cov(wt, wt) + cov(wt+1, wt+1)]

=
3

9
σ2
w.

Si s = t+ 1,

γ(t+ 1, t) =
1

9
cov({wt + wt+1 + wt+2}, {wt−1 + wt + wt+1})

=
1

9
[cov(wt, wt) + cov(wt+1, wt+1)]

=
2

9
σ2
w.
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Y en general, obtenemos:

γ(s, t) =



3
9
σ2
w, si s = t

2
9
σ2
w, si |s− t| = 1

1
9
σ2
w, si |s− t| = 2

0, si|s− t| > 2

Como en la estad́ıstica clásica, resulta más conveniente asociar la medida de

dependencia a un valor entre −1 y 1, por lo que se procede con la siguiente

definición.

Definición B.2. La función de autocorrelación (ACF) está definida como,

ρ(s, t) =
γ(s, t)√

γ(s, s)γ(t, t)

Intuitivamente, el ACF mide la predictibilidad de una serie en el tiempo t,

donde t > s. Es sencillo demostrar mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz 1

que −1 < ρ(s, t) < 1.

Ahora, nótese que en el ejemplo anterior en realidad las variaciones para los

posibles valores para la función de covarianza depende prácticamente solo de la

diferencia entre s y t. Esto conlleva a una propiedad de las series estacionarias2.

1La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que |γ(s, t)|2 ≤ γ(s, s)γ(t, t)
2Se recomienda consultar [Shumway and Stoffer, 2000] para obtener la definición formal de

estacionariedad estricta.
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Definición B.3. Una serie con estacionariedad débil xt es un proceso de va-

rianza finita el cual:

tiene una esperanza constante a lo largo del tiempo E[xt] = µt = µ y

la función de autocorrelación depende exclusivamente de la diferencia entre

los tiempos, o sea, |s− t|.

Entonces la definición para función de autocovarianza puede variar para los

casos con estacionariedad débil, en donde:

γ̃(h) := γ(t+ h, t) = cov(xt+h, xt) = E[(xt+h − µ)(xt − µ)]

y note que h = |s− t|. A partir de este punto no es necesario mantener que s < t

dado que γ̃(h) = γ̃(−h). De hecho solo resulta de interés en el caso donde h ≥ 0.

En el ejemplo anterior, obtendŕıamos una función de autocorrelación de la

siguiente forma:

ρ(h) =



3
9
, si h = 0

2
9
, si h = 1

1
9
, si h = 2

0, si h > 2

Y es a esta función la que se llamará la función de autocorrelación simple para

el caso general. Por otro lado, ya se encuentra en condiciones de calcular el ACF

para un proceso un poco más útil, un MA(q). Nótese inicialmente que si xt es un

MA(q) entonces E[xt] =
∑q

j=0 θjE[wt−j] = 0, donde θ0 = 1.
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Teorema B.4. La función de autocorrelación simple para un proceso MA(q) es:

ρ(h) =


∑q−h

j=0 θjθj+h

1+θ21+···+θ2q
, si 1 ≤ h ≤ q

0, si h > q

Esto es de vital inportancia para la modelación ya que el ACF brinda mucha

información sobre la posbilidad de que un modelo sea o incorpore un MA(q) por

ejemplo:

Figura B.1: Ejemplo de ACF para un MA(2). Fuente: [Shumway and Stoffer, 2000].

Nótese que a partir de h > 2 se tiene que ρ(h) = 0.

B.1. Autocorrelación Cruzada

Cuando se obtienen diferentes series, una noción de estacionariedad todav́ıa

es aplicable.

Definición B.5. Dos series xt y yt se dice que son conjuntamente estacionarias
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si son estacionarias y su función de autocovarianza cruzada solo depende de

h, esto es;

γxy(h) = cov(xt+h, yt) = E[(xt+h − µx)(yt − µy)]

Del mismo modo podemos definir la función de auntocorrelación cruzada.

Definición B.6. La función de autocorrelación cruzada de dos series conjun-

tamente estacionarias es;

ρxy(h) =
γxy(h)√
γx(0)γy(0)

Es importante recalcar para este caso tenemos que no necesariamente se cum-

ple que ρxy(h) = ρxy(−h). De hecho, la elección del signo para h implicará en

cuál serie se prevé como la independiente y cuál dependiente o cuál preside y cuál

responde.

B.2. Autocorrelación Parcial

De igual manera como sucedió en el teorema B.4, se busca encontrar una opción

para el AR(p) que brinde una interpretación similar de cara a la implementación.

Para motivar este concepto considere un modelo AR(1) entonces xt = ϕxt−1+wt.

Y

γx(2) = cov(xt, xt−2) = cov(ϕxt−1 + wt, xt−2)

= cov(ϕ2xt−2 + ϕxt−1 + wt, xt−2) = ϕ2γx(0)
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este resultado visualiza la dependencia sobre xt−2 ya que xt−2 involucra a {wt−2, wt−3, . . . },

quienes no están correlacionados con wt−1 ni wt. La correlación entre xt y xt−2 no

es cero como lo es en el caso de un MA(1). Esto se debe a que xt es dependien-

te de xt−2 por medio de xt−1. Suponga que logramos eliminar esta dependencia

impĺıcita quitando parcialmente xt−1. Para esto se podŕıa observar la correlación

entre xt − ϕxt−1 y xt−2 − ϕxt−1. De esta manera, se eliminaŕıa la dependencia

lineal impĺıcita y de hecho se tiene que:

cov(xt − ϕxt−1, xt−2 − ϕxt−1) = cov(wt, xt−2 − ϕxt−1) = 0.

Entonces la herramienta que se posee es esta autocorrelación parcial que elimina

la correlación lineal impĺıcita entre dos puntos en el tiempo de un modelo AR(p).

Definición B.7. La función de autocorrelación parcial (PACF) de un proceso

estacionario xt denotado por ϕhh para h = 1, 2, . . . , es

ϕ11 = corr(xt+1, xt) = ρ(1)

Y

ϕhh = corr(xt+h − x̂t+h, xt − x̂t)

con x̂t+h = β1xt+h−1 + β2xt+h−2 + · · ·+ βh−1xt+1.

Se observa que el caso general x̂t+h es la combinación lineal de retrasos de

xt, la misma que se utiliza en la regresión lineal clásica, la que minimiza el error

cuadrático medio. Por lo que efectivamente elimina la dependencia lineal. Por otro
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lado, en el caso espećıfico de cuando se tiene un modelo AR(p), se llega al siguiente

resultado.

Teorema B.8. Si xt corresponde a un modelo AR(p) y h > p, la regresión lineal

de xt+h sobre {xt+1 + · · ·+ xt+h−1} es,

x̂t+h =

p∑
j=1

ϕjxt+h−j

y

ϕhh = corr(wt+h, xt − x̂t) = 0.

Ahora, al tomar un caso fijo como lo seŕıa un modelo AR(2) con ϕ1 = 1,5 y

ϕ2 = −0,75 se obtiene el siguiente ACF y PACF.

Figura B.2: Caso fijo como lo seŕıa un modelo AR(2) con ϕ1 = 1,5 y ϕ2 = −0,75.
Fuente: [Shumway and Stoffer, 2000].

Entonces, concluyendo con los resultados obtenidos en B.4 y B.8 se desprende

que cuando se observa un corte cuando h = q en el ACF los datos sugieren la

utilización de un modelo MA(q) mientras que cuando sucede lo mismo en el PACF
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cuando h = p entonces los datos sugieren la utilización de un AR(q). De donde

se obtiene el siguiente cuadro resumen.

AR(p) MA(q)
ACF Disminuye sinusoidal

o estrictamente
Se corta en h = q

PACF Se corta en h = p Disminuye sinusoidal
o estrictamente

Cuadro B.1: Resumen para la interpretación del ACF y PACF.

B.3. Estimador de Durbin-Watson

Continuando con la descripción de medidas de dependencia, una medida muy

utilizada en el contexto de series de tiempo es el producido por Durbin y Watson

en [Durbin and Watson, 1951], denominado como Estad́ıstico d de Durbin-Watson

en la literatura. Esta sección fue adaptada de [Gujarati, 1995].

El estad́ıstico d de Durbin-Watson se define como:

d =

∑n
i=2(ϵ̂i − ϵ̂i−1)

2∑n
i=1 ϵ̂

2
i

que es simplemente la suma de la diferencia de los residuos consecutivos al cua-

drado entre la suma de los residuos al cuadrado o RSS. Una ventaja de este

estimador es que está definido sobre los residuos estimados los cuales son ruti-

nariamente calculados con regresiones lineales. Dada esta caracteŕıstica, fue por

mucho tiempo fácil agregar el estad́ıstico d a los resúmenes provenientes de pro-

gramas que ejecutan regresiones lineales al igual que el R2 o el R2−Ajustado y el

estad́ıstico F . Es importante recalcar que se asume que los residuos ϵi tienen una
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distribución normal.

La distribución exacta del estad́ıstico d es dif́ıcil de determinar dado que los

residuos ϵi son dependientes de las variables covariables de la regresión. Por lo

tanto, a diferencia de los estad́ısticos, F o χ2, no hay un punto cŕıtico único para

aceptar o no la prueba de hipótesis. Por suerte en [Durbin and Watson, 1951] se

logró solucionar este problema identificando umbrales dependientes del nivel de

significancia α para la toma de decisiones, en el caso de autocorrelación positiva;

Si d < dL,α, existe evidencia estad́ıstica de que los términos de error están

autocorrelacionados positivamente

Si d > dU,α, no hay evidencia estad́ıstica de que los términos de error están

autocorrelacionados positivamente.

Si dL,α < d < dU,α, la prueba no es concluyente.

Para el caso de la autocorrelación negativa se tiene que:

Si 4 − dL,α < d, existe evidencia estad́ıstica de que los términos de error

están autocorrelacionados negativamente.

Si 4 − dU,α > d, no hay evidencia estad́ıstica de que los términos de error

están autocorrelacionados negativamente.

Si dL,α < (4− d) < dU,α, la prueba no es concluyente.

Aún mejor: los ĺımites dL,α y dU,α se estiman a partir de la cantidad de obser-

vaciones y cantidad de covariables y no de los valores expĺıcitos de estas.
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Figura B.3: Esquema de umbrales Durbin-Watson. Fuenste: [Gujarati, 1995].

La razón de que el estad́ıstico d se comporta de esta manera se puede observar

en la relación que este tiene con el coeficiente de autocorrelación B.2. Note que

d =

∑n
i=2 ϵ̂

2
i +

∑n
i=2 ϵ̂

2
i−1 − 2

∑n
i=2 ϵ̂iϵ̂i−1∑n

i=1 ϵ̂
2
i

como
∑n

i=2 ϵ̂
2
i y

∑n
i=2 ϵ̂

2
i−1 solo se diferencian en una observación, son aproxima-

damente iguales. Por lo tanto,
∑n

i=2 ϵ̂
2
i ≈

∑n
i=2 ϵ̂

2
i−1, lo que implica que;

d ≈ 2

[
1−

∑n
i=2 ϵ̂iϵ̂i−1∑n

i=1 ϵ̂
2
i

]

tomando en cuenta que ρ̂(1) =
∑n

i=2 ϵ̂iϵ̂i−1∑n
i=1 ϵ̂

2
i

, entonces;

d ≈ 2
[
1− ρ̂(1)

]
tomando en cuenta que −1 < ρ(h) < 1, ∀h ∈ {1, . . . , n}, se puede deducir que;

0 < d < 4. De este modo, si ρ̂(1) ≈ −1 se evidencia una autocorrelación negativa

y d ≈ 4. Lo mismo si ρ̂(1) ≈ 1, se tendŕıa que d ≈ 0 con autocorrelación positiva.

En caso de tener pocas observaciónes bastaŕıa con desestimar la autocorrelación

si d se encuentra lo suficientemente cercano a 2.

103



104



C — Inferencia sobre la

Cadena de Markov

En la literatura cuando se observan aplicaciones de Cadenas de Markov es

común que se asuman propiedades importantes para la estructura de la cadena.

En el actual trabajo se asume la propiedad de Markov o pérdida de memoria y la

homogeneidad de la probabilidad de transición. En esta sección se describirán las

pruebas de hipótesis a realizar y se discutirán los resultados sobre el conjunto de

datos para el cual se aplicó el modelo propuesto.

Es en [Anderson and Goodman, 1957] donde se realiza un recorrido exhaustivo

sobre los estimadores de máxima verosimilitud y la distribución asintótica para

las probabilidades de transición. En particular, se aclara la utilización de pruebas

de hipótesis χ2 sobre las probabilidades de transición que rechacen o no hipótesis

nulas referentes a la propiedad de Markov y la homogeneidad. se debe notar que

en esencia se realiza una prueba de independencia en donde se desea caracterizar

la distancia o similitud que existe entre dos conjuntos de probabilidades.

Manteniendo la notación de la sección 3.1, se utilizará el conjunto de datos

completosM. Aqúı, m ∈ {1, · · · , |M|−1} lo que, en otras palabras, seŕıa la canti-
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dad de periodos observados. La cantidad de veh́ıculos observados transicionando

en el periodo m al periodo m + 1 del estado i al estado j es v̂ji (m) y v̂i(m) la

cantidad de veh́ıculos que se encuentran en el estado i en el periodo m. La proba-

bilidad observada para la transición correspondeŕıa a Pj
i (m) =

v̂ji (m)

v̂i(m)
=

v̂ji (m)∑
k∈E v̂ki (m)

y P̂j
i (γ̂) la probabilidad de transición definitiva.

Homogeneidad de la Probabilidad de Transición:

Se desea realizar una prueba de hipótesis para la cual la hipótesis nula co-

rresponde a H0 : Pj
i (m) = P̂j

i (γ̂) y la hipótesis alternativa Ha : Pj
i (m) ̸= P̂j

i (γ̂),

para todo m. Nótese que en caso de no rechazar H0 se tendŕıa que la probabilidad

para cada periodo Pj
i (m) no depende de m, lo que sucede bajo el supuesto de

homogeneidad. Se debe tomar en consideración que:

χ2
i

d∼ χ̂2
i =

∑
j

∑
m

v̂i(m) ·
[
Pj

i (m)− P̂j
i (γ̂)

]2
P̂j

i (γ̂)
.

Donde χ2
i tiene (ai − 1)(bi − 1) grados de libertad. Aqúı, bi = |Bi| para Bi =

{j : P̂j
i (γ̂) > 0} y ai = |Ai| donde Ai = {m : v̂i(m) > 0}. Para este caso resulta

notable que solo se está realizando la prueba de hipótesis sobre un estado i fijo

que podŕıa ser de particular interés para el usuario. En general,

χ2 d∼ χ̂2 =
∑
i

χ̂2
i =

∑
i

∑
j

∑
m

v̂i(m) ·
[
Pj

i (m)− P̂j
i (γ̂)

]2
P̂j

i (γ̂)
(C.1)

y para este caso χ2 tiene
∑

i(ai − 1)(bi − 1) grados de libertad. De este modo, al

comparar el estad́ıstico con el valor cŕıtico utilizando un α = 0,05 se conocerá si
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hay rechazo de la hipótesis nula.

Propiedad de Markov o Pérdida de Memoria:

Se busca caracterizar la diferencia que existe entre la probabilidad de transición

condicionada a lo sucedido para dos periodos anteriores,P [An = k|An−1 = j, An−2 = i]

con la probabilidad de transición P [An = k|An−1 = j]. En este caso se debe tomar

en cuenta que el ı́ndice del tiempo observado m debe ser modificado para man-

tener la consistencia en la estimación, entonces; m ∈ {1, · · · , |M| − 2}. Denote

por v̂kij(m) la cantidad de veh́ıculos que se observan en el periodo m en el estado

i, en el estado j para el periodo siguiente y en el estado k en el periodo m + 2.

Ahora, se denota la probabilidad observada de llegar al estado k condicionada a

la trayectoria (i, j) como

P̂k
ij =

∑
m v̂kij(m)∑
m v̂ji (m)

=

∑
m v̂kij(m)

v̂j∗i
.

La hipótesis nula es H0 : P̂k
ij = P̂k

j (γ̂) y la hipótesis alternativa corresponde a

Ha : P̂
k
ij ̸= P̂k

j (γ̂). Entonces considere que para un estado j fijo se tiene:

χ2
j

d∼ χ̂2
j =

∑
i

∑
k

v̂j∗i ·
[
P̂k

ij − P̂k
j (γ̂)

]2
P̂k

j (γ̂)
.

Aqúı χ2
j tiene (aj − 1)(bj − 1) grados de libertad, donde aj = |Aj| donde Aj =

{j : v̂j∗i > 0} y bj = |Bj| donde Bj = {k : P̂k
j (γ̂) > 0}. En general, para todos los
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estados se tiene que:

χ2 d∼ χ̂2 =
∑
j

χ̂2
j =

∑
i

∑
j

∑
k

v̂j∗i ·
[
P̂k

ij − P̂k
j (γ̂)

]2
P̂k

j (γ̂)
(C.2)

Aqúı la variable χ2 tiene
∑

j(aj − 1)(bj − 1) grados de libertad.

Al utilizar ambas pruebas de hipótesis sobre el conjunto de datos completoM

y sobre todos los estados se obtienen los resultados presentados en el siguiente

cuadro.

Prueba de Hipótesis Grados de Libertad χ̂2 χ2
α Rechazo de H0

Homogeneidad 146 31485,15 175.1976 Śı
Pérdida de Memoria 34 47367,29 48,60237 Śı

Cuadro C.1: Resultados de las pruebas de hipótesis χ2 de homogeneidad y pérdida de
memoria. Se utiliza un α = 0,05 como significancia para el valor cŕıtico.
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