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RESUMEN

En el presente documento se propone la utilizaciéon de una Cadena de Mar-
kov con poblacién abierta aplicado sobre el denominador de la tarifa de riesgo
del Seguro Obligatorio Automotor. Dado que el seguro funciona como régimen
de reparto, este distribuye los gastos futuros sobre los vehiculos que pagaran el
derecho de circulacion. Esto resalta la necesidad de conocer hoy cudles son los
vehiculos que pagaran en el futuro, lo que conlleva a no solo estudiar la dindmica
estocéastica de pago dentro del pais, sino conocer el ingreso de vehiculos nuevos
o no inscritos que ano con ano adquieren el seguro. De aqui el hecho que el mo-
delo propuesto sea de poblacion abierta para considerar el ingreso sisteméatico de
vehiculos nuevos conforme a la demanda nacional. Para este fin se propone utilizar
modelos autoregresivos y de media mévil con covariables que proyecten el flujo

hacia adentro de vehiculos considerando la influencia del mercado.

La dindamica estocastica de pago se encuentra intrinsecamente descrita por la
cantidad de periodos atrasados que cada vehiculo acumula, cuando un vehiculo
tiene, en el n—ésimo periodo de cobro, cero periodos de atraso acumulados, quiere
decir que al final del periodo tal vehiculo se encontré al dia y por lo tanto pagd en el

n—ésimo periodo. Si la cantidad de periodos acumulados es mayor a cero implica
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que el vehiculo no solo no pagd en el n—ésimo periodo sino que dependiendo
de la magnitud de los periodos acumulados pudo no haber pagado en periodos
anteriores.

Esta situacion describe una cadena de Markov para la variable de periodos de
atraso donde la transicion es clara, si un vehiculo paga su contador de periodos
atrasado se reinicia y toma el valor cero. En caso contrario, el contador agrega
un periodo mas al acumulado anteriormente. Esto justifica las transiciones entre
estados, donde cada estado es la cantidad de periodos atrasados acumulados en
un periodo especifico.

La metodologia describe el ajuste de las probabilidades de transicién, la ma-
nera en la cual se incorpora el ingreso de nuevos vehiculos a la cadena y una
evaluacion predicativa sobre los modelos candidatos para proyectar estas nuevas
poblaciones. Ademas, se implementa la simulacion estocastica derivada del mo-
delo y se calcula el CVaR como medida de riesgo. Lo anterior ha sido aplicado a
datos reales proporcionados por el Instituto Nacional de Seguros. Finalmente, se
analizan las limitaciones y recomendaciones sobre la utilizacién del modelo pro-
puesto, asi como describir futuras posibles publicaciones para variaciones en la

implementacion.
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1 INTRODUCCION

El Seguro Obligatorio para los Vehiculos Automotores fue creado en el ano
1973 y es regulado por la Ley No. 9078 del 26 de octubre del 2012. Desde su crea-
cion ha sido un seguro de cobertura limitada la cual se establece de acuerdo con
lo normado en el articulo 61 de la Ley de Transito por vias Publicas Terrestres
y Seguridad Vial, N° 9078 y el articulo 4 del Reglamento de Seguro Obligatorio
para Vehiculos Automotores. Cubre la lesion y la muerte de las personas, victimas
de un accidente de transito, exista o no responsabilidad subjetiva del conductor.
Ademas, ampara la responsabilidad civil por lesiones a las personas como conse-
cuencia de la posesién, uso o mantenimiento del vehiculo.

El Seguro Obligatorio Automotor, de aqui en adelante SOA, se fundamenta
en un esquema financiero de reparto anual, en donde los ingresos corrientes en
primas que aportan los propietarios de vehiculos durante el ano deberan equilibrar
las obligaciones contraidas en el mismo ejercicio (prestaciones en dinero, médico-
sanitarias y de rehabilitacién).

Actualmente, el proceso de tarifaciéon del SOA consiste en el calculo de una
prima comercial especifica para cada uno de los siete tipos que se encuentran en

el parque vehicular, estos son los vehiculos particulares, motocicletas y bicimotos,



vehiculos de carga pesada, de carga liviana, taxis, buses y vehiculos de equipo
especial. El calculo de la prima comercial parte de una prima de riesgo que se de-
fine intuitivamente como la cantidad de siniestros entre la cantidad de vehiculos
para un tipo de vehiculo fijo. Esto garantiza una prima equitativa y diferencia-
da en donde los siniestros asignados a un tipo de vehiculo se ven subsanados
directamente por los pagos unicos de prima fija durante el ano.

La tarifacion actual y la mayoria de modelos basados estrictamente en series
de tiempo pueden presentar una serie de limitaciones a la hora de ser puestos en
produccién. En la mayoria de casos los modelos tienden a no recrear la dindmica
estocéastica intrinseca del pago. Por otro lado, muchas de las consecuencias ob-
servadas en el pago se derivan de efectos proyectados sin interaccién entre ellos
mientras que la realidad dicta un origen comun, lo que puede llevar a contradic-
ciones entre modelos. Esto resta asi confianza a los resultados finales. El modelo
presentado en este trabajo logra capturar esas dependencias utilizando estados
dentro de una cadena de Markov, lo que resulta ser una excelente estrategia para
obtener varios resultados consistentes entre ellos.

Las cadenas de Markov se han utilizado en gran variedad de aplicaciones, por
ejemplo, han sido utilizadas para calcular costos esperados de un determinado
inventario,! para proyectar dindmicas complejas en andlisis actuariales? de em-
presas con grandes planillas como se describe en [Viquez et al., 2018] o de orden
demogréfico como en [Morales Garay and Castro Esquivel, 2017] para regimenes

de pensiones. Para capturar la dinamica intrinseca, en este trabajo se describira

'En el capitulo 2 de [Kulkarni, 2011].
2La utilidad de las cadenas de Markov ha sido fundamental para la labor actuarial como se
observa histéricamente desde [Bowers, 1997].



el proceso real de pago para los vehiculos que adquieren el derecho de circulacion.
Se analizaran los datos que recorren este proceso y conformaran la dindmica es-
tocastica, para que eventualmente esta pueda ser modelada mediante una cadena

de Markov con poblacién abierta.

1.1. JUSTIFICACION

Se podria describir el proceso de modelacién de manera similar a la aplicacién
del método cientifico. En particular, en las ciencias actuariales resulta de vital
importancia que el modelo se adapte fielmente a la realidad de manera natural.
Simultaneamente, el producto final de un modelo tiene como objetivo servir como
insumo para la toma de decisiones. Este es el fundamento de la labor actuarial
donde, en sintesis, los tomadores de decisiones no solo utilizan los datos histéricos
para ejecutar su trabajo, sino también su valor esperado y conjunto de posibili-
dades para el futuro.

Al mencionar conjunto de posibilidades, se considera importante recalcar que,
dependiendo de la complejidad de las dindmicas, en muchas ocasiones no basta con
obtener solo el valor esperado, pues es necesario estudiar los casos extremos del
conjunto, en otras palabras, las colas de su distribucién futura. Adicionalmente,
la razén por la cual obtener una distribucién resulta eficaz radica en el valor
especifico de la esperanza del modelo, no solo cuando se observan varianzas altas
sino en el hecho de que la esperanza no tiene por qué ser una posibilidad en el
espacio de eventos.

En razon de lo anterior, se requiere disenar un modelo que se adapte fielmente



a la realidad, que logre obtener productos fiables para la toma de decisiones y
que simultdaneamente caracterice la distribucién de la dindmica. Basandonos en
estos criterios se observara que el modelo propuesto logra con éxito brindar una
distribucién de la dindmica estocastica.

Adicionalmente, no se debe menospreciar las consecuencias de las decisiones
que influencian los resultados de las proyecciones. Para este caso en particular,
dado que las proyecciones resultan ser el denominador de la prima de riesgo para
el SOA, su valor influye inversamente el precio del seguro. Si bien este seguro
no forma parte del paquete tributario como tal, se paga al mismo tiempo que el
marchamo, lo cual afecta el desembolso de los ciudadanos que deseen hacer uso
del derecho de circulacién. De esta manera se afecta a cualquier persona descrita

en el ambito del seguro, entre ellas:

= todas las personas fisicas y juridicas, publicas o privadas, en su condicién
de propietarias de vehiculos automotores que circulen dentro del territorio

nacional,

= las personas fisicas o juridicas que se dediquen o tengan para la venta vehicu-

los automotores, nuevos o usados, o ensamblados en la etapa de bien final,

= los propietarios o conductores de vehiculos de matricula extranjera que ingre-
sen provisionalmente al pais o los vehiculos que sean propiedad de cualquier

residente temporal y

= las personas fisicas o juridicas que tengan para la exhibicién vehiculos au-

tomotores destinados a circular dentro del territorio nacional.



1.2. PLANTEAMIENTO

La obligatoriedad del seguro radica, en parte, en que cualquier vehiculo recién
ingresado al pais debe estar cubierto. Por lo tanto, es de interés para la admi-
nistracién del seguro cuantificar cuantos vehiculos ingresan cada ano. Dado que
el SOA es de vigencia anual, cualquier vehiculo que entre al pais por actividades
turisticas, o para la venta, deben ser cubiertos por el periodo restante de la vi-
gencia. Las vigencias entre periodos consecutivos comparten el mes de noviembre,
esto quiere decir que cada vigencia inicia en noviembre del ano anterior y termina
en el noviembre del ano correspondiente.

Al ingresar al pafs, el vehiculo debe inscribirse en el Registro Nacional® enton-
ces en cada periodo tinicamente tiene dos opciones, pagar el seguro y el paquete
fiscal asociado o no pagar. Se deben tomar en cuenta dos caracteristicas importan-
tes del sistema: tanto para el Registro Nacional como para el Instituto Nacional

4 se mantiene el registro hasta el momento de la desinscripcién ma-

de Seguros
nual. Esto supone que en caso de que un vehiculo tenga danos irreparables o sea
abandonado y su registro no sea actualizado mediante orden del propietario, el

vehiculo seguira existiendo indefinidamente en las bases de datos y continuara

siendo objeto de pago para el permiso de circulacion. En otras palabras, acumu-

3Cada vehiculo que ingresa no solo tiene como obligacién pagar el SOA, simultdneamente se
inscribe en el Registro Nacional Costarricense de acuerdo a la legislacion vigente.

4El Instituto Nacional de Seguro o INS es una institucién ptblica del gobierno de Costa Rica
cuya competencia consiste en brindar el servicio de aseguramiento para todo el pais. Aproxima-
damente; por 84 anos el INS tuvo a su cargo el monopolio de la actividad aseguradora, misién
que se le encomendé mediante la Ley N© 12 del 30 de octubre de 1924. En el afio 2008 se emiti
la Ley N° 8653, denominada Ley Reguladora del Mercado de Seguros. Esta norma establece
la apertura a la competencia, es decir, termina con el monopolio estatal del INS y propicia la
entrada en el mercado de empresas privadas.



lara periodos de atraso indefinidamente. Es por esto que una de las hipdtesis del
modelo es que no existiran salidas del sistema, lo que calza directamente con el

poco movimiento observado a desinscribir vehiculos olvidados.

La dindamica de “pago” o “no pago” resulta ser una decisioén con probabilidades
estimables, no obstante, cuantos mas periodos atrasados tenga un vehiculo es
natural pensar que tendra menos posibilidad de pagar debido a que se acumula
el paquete fiscal adeudado. El SOA acumula su prima como deuda para cualquier
vehiculo hasta llegar a los tres periodos de atraso y para los periodos siguientes se
acumulan tnicamente los tltimos tres periodos atrasados y el periodo actual. Es
importante recalcar que el pago del SOA no puede ser parcial. Se debe tomar en
cuenta que esta dinamica de pago no es muy diferente a la demanda del seguro que
apela directamente a cuantos vehiculos adquieren su cobertura en el futuro. Las
Cadenas de Markov no son herramientas aisladas en este ambito como se observa
en [Bozzetto et al., 2005] donde estas fueron utilizadas para modelar la demanda

futura de productos en el mercado asegurador.

En caso de querer poner al dia un vehiculo se deben pagar todos los periodos
adeudados o en su defecto no se realizard ningin pago. Dadas las caracteristicas
discutidas anteriormente, se puede caracterizar cada periodo de atraso acumulado
como un estado en donde la cantidad de periodos atrasados se reinician a cero si
el vehiculo se pone al dia con el cobro o acumula uno si no paga. Tal dinamica
se ejemplifica en la figura 1.1. Aqui siempre existird un estado para una alta
cantidad de periodos de atraso aun cuando nunca se haya observado en la historia

un vehiculo con tales periodos acumulados.



NOP}.-

Estado de
pago l No Paga
Paga
3
Primer +
Pago
Paga
No Paga
Entrada de

Vehiculos Nuevos

Paga No Paga

Figura 1.1: Diagrama de transiciones para estados de la Cadena de Markov.

El diagrama de la figura representa las posibles transiciones entre estados.
Note que en cada periodo se genera una entrada de vehiculos nuevos los cuales ca-
racterizan vehiculos recién ingresados al pais o vehiculos que no han sido inscritos
en periodos anteriores. A partir de ahi cada estado tiene la posibilidad de pagar
o no en cada periodo, lo que reinicia el conteo de periodos atrasados o agrega
uno para el siguiente periodo. De este modo, logramos asociar la dinamica del

pago o no pago de cada periodo de atraso como una cadena de Markov discreta
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y con infinitos estados donde cada uno resulta tener solo dos posibles transicio-
nes a partir de él. No obstante, como adicionalmente es necesario ingresar cada
periodo de vehiculos nuevos con el fin de mimetizar el ingreso real observado, es
necesario generar nueva poblacion. Asi es como podemos concluir que un modelo
intuitivamente ideal para la dinamica estocastica de los vehiculos que pagan o no
el marchamo es una cadena de Markov con poblacion abierta.

Esta no resulta ser una practica aislada para la labor actuarial. El ejemplo mas
identificable podria corresponder a los andlisis poblacionales para los regimenes
de pensiones. Tanto en el ambito del SOA como para los regimenes de pensiones,
los resultados podrian haber estado subestimando la cantidad de ingresos o su
varianza, fenomeno que se identifica al cambiar de una poblacion cerrada a una

abierta.

1.3. OBJETIVOS

Objetivo General:

Desarrollar un modelo para el Seguro Obligatorio Automotor implementando

una cadena de Markov con poblacion abierta.

Objetivos Especificos:

1. Generar un modelo de cadenas de Markov que, por medio de simulacion,

logre calcular medidas de riesgo.



. Implementar estrategias de ajuste consistentes con la realidad de la dindmica

estocéstica de pago.

. Ingresar nuevas poblaciones de vehiculos por medio de la aplicaciéon de mo-

delos de series de tiempo.
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2 MARCO TEORICO

En esta seccién se exploran las propiedades bésicas del modelo estocéstico
de cadena de Markov para la proyeccién de la distribucién de los vehiculos de
acuerdo con las posibles transiciones que describen la accién que cada vehiculo

puede realizar dentro de un periodo de cobro.

Cantidad de periodos atrasados: Esta caracteristica define los estados de la
cadena. Es un contador de la cantidad de periodos en los cuales no se ha ejecutado
el pago correspondiente del periodo. Actualmente, no se cuentan los periodos de
atraso después de los tres periodos para el pago. Esto quiere decir que, cuando
se ejecuta un pago de periodo atrasado como maximo, solo se pagan los ultimos
tres periodos. No obstante, la variable mantendra el conteo observado dado que a
pesar de que periodos mayores no son de pago efectivo, es informacién necesaria

para el analisis de la dinamica.

Cabe mencionar que no existe realmente un periodo limite. En muchas oca-
siones se llega a observar hasta treinta periodos de atraso para los cuales en muy

escasos escenarios se llega a percibir un pago. Entonces, el modelo se sustenta en

1M4s informacién sobre procesos estocdsticos se puede encontrar en [[t0, 1984]
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una variable aleatoria discreta en el espacio de estados? £ = N.

2.1. DEFINICION DE LA CADENA DE MARKOV

Defina una variable aleatoria A, : 0 — &, siendo la cantidad de periodos
atrasados que un vehiculo ha tenido en el n—ésimo periodo. Adicionalmente, se
denota por V" al numero de vehiculos que en el periodo de cobro n poseen las
caracteristicas del estado 5 € £. Se asume que se cumple la propiedad de Markov,

es decir, V n € N\{0};

P [An = j|An—1 = iaAn—Za s ’AO] =P [An = j|An—1 = 7']

Adicionalmente, se asume que la cadena es homogénea, entonces;

P[A, = jlA,-1 =i =P[A; = j|Ag =i].

para n € N\{0}.

Ahora, note que la probabilidad de transicién de un estado a otro esta deli-
mitada por la posibilidad de que el vehiculo esté o no al dia. Si en el n—ésimo
periodo se tiene que A, _; = i, solo existen dos transiciones posibles: si no paga

entonces A, =i+ 1y si paga entonces A, = 0. Por lo tanto, si B = {0,7 + 1},

2En este caso, para evitar confusiones se aclara que {0} C N.
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entonces {A,,_1 =i} N{A, ¢ B} = 0. As{ tenemos que:

P[A, = jlAi1 =i =0 sij¢By (2.1)

PlA, =0[4, 1 =i]=1-P[A, =i+ 1|A,_; =], (22)

para n € N\{0}.

Por dltimo, de acuerdo con la descripcion realizada en la seccién 1.2. El sis-
tema no tiende a eliminar facilmente vehiculos, los vehiculos tienen un margen
amplio de uso dentro de los periodos de aplicabilidad y proyecciéon del modelo
por lo que se asume que no existen salidas del sistema. Por lo tanto, cuando un
vehiculo se encuentre en un estado futuro que durante el periodo histérico nunca
fue observado, entonces se asume que no paga. Esto seria si D es el conjunto de

estados observados en el histérico y d > a, Va € D, entonces
P[A,=0/A,.1=d—-1]=0

para n € N\{0}.

2.2.  DISTRIBUCION DE A, Y V"

Ahora que se establecieron las posibles transiciones entre los estados resulta
mas sencillo obtener la distribucion de la variable A,, para eventualmente calcular
la esperanza de V}". Se define la distribucién inicial p; como la probabilidad de

encontrarse en el momento cero en el estado i, esto es p; = P[4y = i].
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Lema 2.1. La probabilidad de que un vehiculo, después de un periodo de pago,
se encuentre en el estado j, es decir, que al ano siguiente un vehiculo tenga j

periodos atrasados, pagando o no, vendria dado por,

Yoice i PlA1 = jlAg=i] si j=0,

pi-1-PlAI =jlAg=7—1] sij>0
Demostracion. Como UieE{AO = 2} = (2, entonces

P =l =P 4= 3) U= ]

—P Ug{A1 =i {4 = z’}]
=2 P [{ =i} {4 =1}

(

ZieSP[Al :]7140:2] Si jZO,
= utilizando lo discutido en (2.1).
PlA =jA=j—1 sij>0
\
(

Yoicepi-PlA1=jlAg=1i] si j=0,

pj-1-PlA =jlAg=j—1] si j>0

\

Teorema 2.2. La probabilidad de que un vehiculo se encuentre en el estado i,, en

el periodo de cobro n, es decir, que en n periodos un vehiculo tenga 1,, periodos de
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atraso, pagando o no, vendria dado por,

P[A, =i,] = Z Z ﬁP[Ak = i Apo1 = i1-1] - pio-

ip€E in—1€E k=1

Demostracion. Se probara por induccién: El caso n = 1 es el Lema 2.1. Se asume
que se cumple para n — 1 y se probard para n. Repitiendo los pasos de la prueba

del Lema 2.1, pero tomando n en lugar de 1 y n — 1 en lugar de 0, se obtiene:

PlA, =iy = > P[A, =in|An 1 =in] - P[Any =in]. (2.4)

Z"rL—l EA

Por hipétesis de induccion,

PlAy=ina] =) - Y I:IP[Ak = iy Ak_1 = ir_1] - pio- (2.5)

S in—2€€ k=1

Si se sustituye la formula anterior 2.5 en 2.4, se concluye que:

n—1
P[An - Zn} - Z P[An - in’An—l - in—l} ) Z to Z H P[Ak - ik|Ak—1 = Z.k—l] * Pig

in—1€E igEE in—2€€& k=1

=> " N [T PAr = ielAios = ki) - pio-

i0€E in—1€€ k=1
]

Si bien hasta este punto ya se ha definido la probabilidad de transicién y se ha
determinado la distribucion de A,,, la cantidad de interés es en realidad la variable
aleatoria V" de manera que sea posible identificar en especifico su valor esperado.

Tome en cuenta que de una poblacién inicial de vehiculos V7, la cantidad esperada
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de vehiculos en el estado 7 para el n—ésimo periodo; E[V]”] seria,

E[V'] =V?-P[A, =j]. (2.6)

2.3. ESPERANZA DE Vj” CON POBLACION ABIERTA

Anteriormente, se identificé el valor esperado de la cantidad de vehiculos con
J periodos de atraso; V)", a partir de una poblacién inicial dada, todavia el mo-
delo no es capaz de identificar nuevos ingresos de vehiculos para cada periodo. La
poblacién sigue siendo cerrada, en especifico cada ano en total la poblacién man-
tendra un valor V9 que serd tinicamente redistribuida entre los diferentes estados
conforme avanzan los periodos de cobro. No obstante, estamos interesados en la
cantidad donde el estado A,, = 0 agregara en cada periodo de cobro los vehiculos
que pagan por primera vez, y como es que esta cantidad adicional afectara el resto
de estados conforme se materializan transiciones para periodos futuros.

Es importante recalcar que del mismo modo como se describe en la figura 1.1,
el ingreso de vehiculos nuevos se agrega exclusivamente en el estado de pago, esto
es A, = 0 para el n—ésimo periodo. Ahora si llamamos W la variable aleatoria
de vehiculos con j periodos de atraso con poblacién abierta, donde 5, es la canti-
dad de vehiculos nuevos que entran en el n—ésimo periodo, tenemos la siguiente
esperanza.

De una poblacién inicial de vehiculos V7, la cantidad esperada de vehiculos

E [V]”} , con poblacion abierta para el n—ésimo periodo seria;
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s cuando n = 1:

;

VO Sicepi- PlAI = jlAg =4 + E[Si] si,j=0

VO-pi-PlA = jlAg=j — 1] s, j >0

s cuando n > 1:

.

Sice B[V P[4y = jlAn 1 =] +E[S,] st =0

E[I/j’i‘ll} PA, =jlA =7 1] s, 7 >0

\

2.4. MODELACION DE VEHICULOS NUEVOS Z;

Actualmente, existen muchas herramientas derivadas del analisis de datos. En
el ambito de “machine learning” la bateria de modelos es amplia con diferentes
herramientas para la exploraciéon o proyeccion, algunos ejemplos son: el ACP, la
maquina de soporte vectorial o el “deep learning” con sus redes neuronales. No
obstante, son las técnicas de series de tiempo, como los modelos autoregresivos
integrados de media mévil o (ARIMA), los cuales se utilizan ampliamente para la
proyeccion de datos indexados por el tiempo y son la estrategia principal utilizada

en este proyecto.
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Estos modelos se basan en el concepto de autocorrelacién y linealidad, donde es
la serie retrasada la cual influye en el futuro de si misma. Las siguientes definiciones
se extraen de [Shumway and Stoffer, 2000]. Para comprender los modelos ARIMA

es importante establecer qué es un retraso como tal.

Definicién 2.3. El operador de retraso B corresponde al operador que reduce en

uno el indice temporal de una serie de tiempo x;. Esto es:

B.’L't = Tt_1- (27)

Se extiende la aplicacién por potenciacién, entonces:

Bimt = Xt (28)

Dada esta nomenclatura, es facil definir el operador diferencia.

Definicién 2.4. El operador diferencia V, corresponde al operador que genera la

diferencia entre la serie con su retraso, esto seria:

Vi, =(1— B)xy (2.9)

Del mismo modo se extiende la aplicacion por potenciacion, en donde:

Definicién 2.5. Las diferencias de orden d se definen como

Viz, = (1 — B)%x, (2.10)

18



La aplicacion del operador tiende a resultar complicada. Por ejemplo, el caso
donde d = 2 serfa V2z;, = V(1—B)x; = V(v —x41) = (vi—241) — (11— T4 _2) =
ry —2- 141+ x4_o. Ahora que definimos los operadores iniciales, resulta bastante

sencillo definir los modelos que son base para introducir el ARIMA.

Definicién 2.6. Un modelo autoregresivo de orden p, abreviado AR(p), es de la
forma

Ty = Q121 + QaTp—o + -+ OpTi_p + Wy

donde, x; es estacionaria®, ¢y, ..., ¢, son constantes (¢, # 0). Se asume que w; es

2

w*

un ruido blanco Gaussiano* con media cero y varianza o

Utilizando el operador de retraso podemos definir el modelo AR(p) como la

aplicacion de un operador especifico.

Definicion 2.7. Dadas las constantes ¢, ..., ¢, se define el operador autoregre-

Sivo como

¢(B)=1—¢B— ¢yB*>— - — ¢,B” (2.11)

Note como el modelo AR(p) se puede escribir como una aplicacién del operador
autoregresivo, donde ¢(B)x; = wy.
Por otro lado, el modelo de media mdvil es una alternativa como modelo

autoregresivo que utiliza combinaciones lineales para formar la data observada.

3 Aquf se hace referencia a la definicién de estacionariedad descrita en [Shumway and Stoffer,
2000].

4Un ruido blanco Gaussiano corresponde a una serie de tiempo w; ~ N(0,02), donde cada
variable aleatoria w; es independiente e idénticamente distribuida.
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En este caso se asume que la serie es una combinacion lineal de variables wy,

normales e independientes.

Definicién 2.8. Un modelo de media mévil de orden ¢ o MA(q) se define como

Ty = Wy + Qlwt_l + szt_g + -+ qut_q

con ¢ retrasos en la media mévil y 6y, ..., 0, son pardmetros, (6, # 0).

Del mismo modo que en AR(p), es facil observar el modelo MA(g) como la

aplicacion de un operador especifico.

Definiciéon 2.9. Dadas las constantes 0y, - - -, 8,, el operador de media movil es:

O0(B)=1+6,B+0,B*+---+0,B (2.12)

Si bien ambos modelos pueden ser ttiles para situaciones distintas, es ideal

integrar ambas posibilidades simultdneamente, lo que da origen al modelo ARMA.

Definicién 2.10. Una serie z; se dice ser ARMA(p,q) si es estacionaria y de la

forma

Ty = Q1241 + Goy_o + -+ Gpry_p + wi_g + Owy_o + - + Ow_,.  (2.13)

Con ¢, # 0,0, # 0y 02 > 0. Aqui se le denomina a los pardmetros p y g; el
orden autoregresivo y el orden de media mévil, respectivamente y w; es un ruido

blanco gaussiano.

20



Es sencillo notar que una definicién alternativa utiliza los operadores es ¢(B)x; =
0(B)w;. El modelo ARIMA nace de la aplicacién del operador diferencia en com-

binacién con el modelo ARMA, en donde una diferencia de orden d se aplica.

Definicién 2.11. Dado un entero positivo d, un proceso z; se dice ser un modelo

ARIMA (p,q,d) si V@, es un modelo ARMA(p,q). Esto es:

6(B)(1 — BY'; = 0(B)uw, (2.14)

Es comin para algunas series del ambito econémico tener una fuerte corre-
lacion temporal periédica. Para poder captar este punto es posible ampliar el

enfoque lineal del modelo ARIMA.

Definicién 2.12. Los operadores

Op(B¥) =1—&B° — ®,B°? — ... — ¢, BF (2.15)

Og(B*) =1+ 6,B°+60,B°? + ...+ 0,B%¢ (2.16)
son los operadores temporales autoregresivo y de media movil, de orden P y @

respectivamente, con periodo s.

Ampliar la definicién de los operadores para un periodo s, adiciona un com-
ponente temporal al modelo ARIMA, a este modelo se le denomina SARIMA por

sus siglas en inglés, definido por [Box and Jenkins, 1976].

Definicién 2.13. El modelo temporal autoregresivo con media mévil integrado
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o SARIMA es
Dp(B*)4(B)VPVa, = Og(B*)0(B)w, (2.17)

donde w; es un ruido blanco gaussiano. El modelo se denomina ARIMA (p,q,d) x (P,Q,D)s.

Tome en cuenta que V¢ = (1 — B)?y VP = (1 — B%)P.

Si bien hasta este punto ya se definieron los modelos estandar de series de
tiempo, es importante destacar que dependiendo del problema inicial y la natu-
raleza de la serie a trabajar, podria existir influencia de covariables. Con esto nos
referimos a que no solamente la autocorrelacion puede influenciar el futuro de una
serie de tiempo, sino también variables independientes exdégenas. En las ultimas
décadas la incorporacion de covariables ha sido una préctica comun.

En particular se utilizara en este trabajo, dado que la serie a trabajar, la can-
tidad de vehiculos nuevos Z;, claramente es dependiente de condiciones econémi-
cas. Aqui es valida la discusion sobre los médelos ARIMA vectoriales. El modelo
VARMA implica una dependencia entre un conjunto de series, por lo tanto, si
se tomara en cuenta un modelo de estas cualidades, se asumiria que la canti-
dad de vehiculos nuevos influye en el futuro de variables macroeconémicas. Esto
no parece ser un acercamiento logico en el contexto costarricense. La posibilidad
restante serfa aplicar una unién entre la relacion variable independiente y depen-
diente con elementos autoregresivos, esto es: adicionar a un modelo SARIMA la
influencia de variables exdgenas. Si bien no se definieron los modelos VARMA en
este documento, se puede consultar en [Box and Jenkins, 1976].

Lo anterior conlleva a tener que predecir las variables independientes. Por

ejemplo, en una regresion lineal estandar el tiempo funciona como una variable
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independiente. En este caso se conoce el valor del tiempo como covariable dado
que los valores que toma son conocidos a pesar de suceder en el futuro. Esto no
sucede para variables como la inflacion o el tipo de cambio, donde en momentos
futuros no se conoce su valor. Por lo tanto, se debera proyectar las variables
exégenas independientes para luego ser evaluadas en el modelo y asi obtener una
proyeccion de la serie Z;. Asi que se continua con la tarea de definir un modelo

que englobe tales condiciones.

Definicién 2.14. Un modelo SARIMAX corresponde a una serie x; tal que:
©p(B*)$(B)VEVa, = O(B*)0(B)w, + > BB Cy, (2.18)
i=1

aqui Cy; serian la covariable 7, v € N corresponde a la cantidad de covariables, f3;
los coeficientes de cada covariable y 7; corresponde a la cantidad de retrasos que

se aplican para la covariable.

A este modelo se le acostumbra a poner X al final de manera que se visualice
la existencia de la matriz de covariables ex6genas que influyan el futuro de la serie
Xy

Finalmente, para el caso propuesto en este documento se asume que la serie Z;
corresponde a un modelo SARIMAX utilizando la influencia exégena de la varia-
cién porcentual mensual inflacionaria 7, y la variacion porcentual mensual del tipo
de cambio k; ambas publicadas por el Banco Central de Costa Rica®. Incorporar

covariables macroeconémicas que influencien exégenamente la proyeccién ha sido

SEspecificamente se utilizé el tipo de cambio de venta del délar de los Estados Unidos de
América con respecto al colén.
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una estrategia ampliamente utilizada para la analitica de demandas. En [Rozanec
et al., 2021] se utiliza un conjunto de covariables robusto, tomando en cuenta el
precio de combustibles, tasas de desempleo, entre otras, y se proyecta la demanda
de vehiculos para el mercado primario Europeo. Del mismo modo, en la literatura,
se utilizan varios modelos instaurando una especie de “competencia”’ entre ellos;
como son [Fantazzini and Toktamysova, 2015], [Kato, 2022] y [Gao et al., 2018].

Cabe mencionar que si bien nos interesa el total por periodo de cobro n de
la serie Z;, esta serie es mensual y su analisis se abarca desde este enfoque. De
esta manera se obtiene® que S, = > icg. Zt; Gn es el conjunto de meses t que

pertenecen al n—ésimo periodo de cobro y para i # j tenemos G; N G; = 0.

2.5. VEHICULOS PUESTOS AL Dia

Como se mencioné anteriormente, el SOA cobra los periodos de atraso hasta
tener tres periodos acumulados. A partir de ese punto solo cobrara los ultimos
tres periodos. Podria ser de beneficio para el analista actuarial comprender el
ingreso esperado en primas, no solo por el ingreso del periodo de cobro proyectado,
sino también el ingreso proveniente por primas pagadas por otros periodos. La
informaciéon podria ser beneficiosa para la simulacién de estados financieros o

para satisfacer las solicitudes de informacién de juntas directivas o jefaturas.

En caso de querer conocer el ingreso de primas del n—ésimo periodo; [,,, donde

6 Aqui se cometié abuso de lenguaje, se debe tomar en cuenta que bajo este contexto de series
lo que se busca es la esperanza del modelo dados los datos observados 2;, para t € N. Esto serfa,
la esperanza condicional E [Zt|£'1, ceey 'QWI]' No obstante, reduciremos su notacién a E [Z;] por
conveniencia.
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se toman en cuenta m periodos de atraso’, m > 0, entonces tenemos:

L= 3 Q-Pp%:OMWJZn—H~EWﬁﬂ (2.19)
k=—o00 | j=max{kn—m}

donde 7 corresponde a la prima definida para el k—ésimo periodo. Note que en

este caso [, corresponde al ingreso de prima unicamente definido para vehiculos

provenientes de estados con periodos atrasados: n—k > 0, Vk € {n—m—1,n—1}.

Para obtener el monto total de ingreso de prima, basta con agregar lo pagado por

vehiculos con la prima del n—ésimo periodo. Esto es:

h+n,Eﬁﬂ.

2.6. MEDIDAS DE RIESGO

Como producto adicional del modelo se calcularan medidas de riesgo que nos
ayuden a caracterizar la situacion extrema de la dinamica. Como se explica en
[Guégan and Hassani, 2019], una medida de riesgo coherente es una funcién p :

> — R que cumple las siguientes propiedades:

1. Monotonicidad: Si un activo financiero tiene mejor rendimiento que otro
en cualquier horizonte temporal, su riesgo también es menor. Esto quiere

decir que si tenemos un activo Z y un activo W los cuales representan

"En el caso especifico del SOA m = 3, como se mencioné anteriormente.
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variables aleatorias, entonces

Z<W = p(Z) < p(W)

2. Sub-aditividad: La diversificacién en activos disminuye el riesgo de la po-

sicién global esto quiere decir que

p(Z+W) < p(Z)+ p(W)

3. Homogeneidad positiva: Se refiere a proporcionalidad entre tamano de

la posicién y el riesgo. En otras palabras, si 0 < A

p(AZ) = Ap(Z)

4. Invarianza bajo translaciones: Al anadir efectivo a una posicion, su ries-

go disminuye en proporcién directa al capital anadido: si r € R

p(Z+r)=p(Z) =7

Algunas de las medidas de riesgo mas utilizadas son el valor en riesgo VaR,, y
el valor en riesgo condicional CVaR,. Cabe destacar que el VaR,, fue reconocido
como medida de riesgo desde el acuerdo de Basilea en la asi denominada resolucién
I1.5 para el contexto bancario. Solvencia I involucra una cultura de administracion

de riesgos en su segundo pilar para el mercado de seguros. El valor en riesgo se
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define como el percentil VaR,, a un nivel de significancia « tal que,

l—a=P[Z <VaR,] (2.20)

Se puede demostrar que el VaR,, en general no cumple la propiedad sub-aditiva
de una medida coherente. Por lo tanto, se utiliza la medida de riesgo CVaR,, que

si satisface las cuatro propiedades antes mencionadas, y se define como:

CVaR, = E[Z|VaR, < Z] (2.21)

Es decir, es el valor esperado de la variable Z dado que es mayor al valor del VaR,,.
En nuestro caso, buscamos el CVaR,, con un nivel de significancia o = 1% o0 5%
variando entre la cola derecha e izquierda de la distribucion. Para efectos de
notacién llamele al valor en riesgo condicional de la cola derecha de la distribucién
de Z, CVaR|[Z], y al valor en riesgo condicional de la cola izquierda CVaR[Z]z.
Esta medida de riesgo nos permite calcular escenario especificos. Este trabajo
se interesa particularmente en la cola izquierda de la distribucién, ya que en
caso de simular un estado de resultados o visualizar la variacién de la prima
bajo circunstancias extremas, el riesgo se encuentra cuando se observan menos

vehiculos pagados que los proyectados.
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3 METODOLOGIA

Ahora que se conoce la estructura del modelo, se presentaran las particu-
laridades de su aplicacion. Diferentes componentes juegan un papel importante
dentro de la aplicaciéon de una Cadena de Markov, entre ellos se encuentran: la
poblacién inicial (V?), la distribucién inicial (p;,) y la probabilidad de transicién
(P [A, = j|lA—1 =1] >, la cual por simplicidad escribiremos de ahora en adelante
como Pf No obstante, dado que esta es una Cadena de Markov con poblacién

abierta, es necesaria la estimacion de la cantidad de vehiculos nuevos (.S,,).

3.1. ESTIMACION DE LA CADENA DE MARKOV

No solo se describira la estimacién de cada uno de los componentes, ademas se
discutira la posibilidad de optimizar la estimacién de la probabilidad de transicién
de manera que tome en cuenta con mayor influencia ciertas transiciones a lo largo
del tiempo. Se explicara cuales son los criterios de eleccion de modelos y los indices
de error. Finalmente, se analizard el enfoque learning/testing tanto para la cadena

de Markov como para la seleccion del modelo ideal de vehiculos nuevos.
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3.1.1. POBLACION Y DISTRIBUCION INICIAL

Estos componentes son los més sencillos de estimar dado que para el momento
n = 0 son observados. Precisamente, V0 serd el total de personas observadas
dentro del sistema para ese periodo de cobro. Entonces sea v;, la cantidad total
de vehiculos observados (contados) que se encuentran en el estado iy. Por supuesto

en este caso n = 0 corresponde al iltimo periodo de cobro observado. Entonces:

V= St v (3.1)
po= . (3.2)

3.1.2. PROBABILIDAD DE TRANSICION

En este apartado, se define M como el conjunto de periodos de cobro obser-
vados, entonces existen |M| — 1 transiciones observadas'. Sea ©/(m) la cantidad
de vehiculos observados que transicionan en el m—ésimo periodo observado del
estado ¢ al estado j, donde m € {1,...,|M| — 1} y ¢,5 € &. Por otro lado, se
define v;(m) como la cantidad de vehiculos observados que se encuentran en el

estado 7 en el m—ésimo periodo. La probabilidad observada para la transicion co-

oj(m) _ _ 9/(m)

ﬁ;(m) T Yhes 07 (m)

estimada para la transicién del estado 7 al estado j es:

rresponderia a Pg (m) = . Mas especificamente, la probabilidad

La funcién f(-) = | - |, corresponde a la funcién de cardinalidad de un conjunto evaluado.
En caso de que lo evaluado corresponda a una constante, se tomard como su valor absoluto.
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Pl = 2w Pi(m) (3.3)
M| -1

Note que hasta este punto se utiliza el promedio de la probabilidad observada

de transicion para estimar la probabilidad de transicion. No obstante, si bien
este método es correcto; no quiere decir que no existan periodos de interés para
el usuario donde se posibilite una influencia para la transicion de un periodo
particular més relevante que para el resto. Bajo el método de la ecuacién (3.3)
se esta asumiendo una influencia uniforme de cada periodo m observado. En este
trabajo se valorara la posibilidad de realizar un ajuste por medio de un enfoque

learning/testing, muy utilizado en la actualidad para mejorar las estimacién y

evaluar la predictibilidad del modelo.

3.2. AJUSTE DE LA PROBABILIDAD DE TRANSICION

El enfoque se basa en un principio sencillo donde se toman periodos observa-
dos como punto de partida para realizar un ajuste y luego periodos consecutivos
observados para evaluar el ajuste. En otras palabras, se asume que lo observado
es un pseudo-pasado y se proyectan periodos que ya ocurrieron de manera que se
puede evaluar la diferencia entre ambos y de este modo obtener una medida para
la capacidad predictiva del modelo.

Para este apartado, tome en cuenta que existe un conjunto de periodos obser-

vados M y un subconjunto de periodos de evaluacion M,. Se utilizard una media
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movil de pesos exponenciales o EWMA, por sus siglas en inglés, para encontrar
las pesos que mejor caractericen los periodos de ajuste a mimetizar. Esto quiere
decir que existe una porcién de periodos de ajuste que se utilizaran como insumo
y otra porcién que serviran como objetivo a mimetizar, M, y M,, respectivamen-
te. Entonces la nueva probabilidad de transicién observada seria Pg (mg). Aqui,

mq € {1,...,|M,| —1}. Y la probabilidad de transicién estimada es:

Zma P.] (ma) "Y Mgq
Zma e Ma

Se nota que aqui existe un parametro 7, si ¥ = 0 entonces se obtienen pesos

Pl(y) = (3.4)

uniformes como en la ecuacién (3.3). Mientras que si 7 es positivo, se tomara un
mayor peso para las transiciones mas recientes. De este modo basta con encontrar
el v que mas convenga para mejorar la capacidad predictiva del modelo.

Es el conjunto de periodos en M, el cual ayudara a encontrar el v que mas

convenga. Para esto se define la siguiente funcién:

o= X S (0] ) e @9

meEM, JEE

Aqui, E [ijo (’y)} serfa la esperanza estimada de la cantidad de vehiculos en el
estado j del periodo m,. V™ es la cantidad observada de vehiculos en el estado
j del periodo m,,.

Esta funcién corresponde a la raiz cuadrada del error cuadratico entre la can-

tidad esperada de vehiculos que se encuentran en el estado j en el periodo m, y la
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cantidad de vehiculos observados en el estado j en el mismo periodo, ponderado
por el peso correspondiente a la cantidad de vehiculos observados. Note que la
esperanza estimada depende del . Esto es: calcular lo establecido en la esperanza
de la seccién 2.3, pero aplicando la probabilidad de transicion definida en (3.4). Es
importante recalcar que se pondera por la cantidad de vehiculos observados para
brindarle mas importancia a los estados con mayor cantidad de vehiculos. Dadas
las caracteristicas de los datos observados, entre mayor sea el niimero de periodos
atrasados, menor sera la cantidad de vehiculos y su probabilidad de pago. El es-
tado con mayor cantidad de vehiculos es el de estar al dia y consecutivamente, el
de tener uno o dos periodos atrasados. Debido a este marcado comportamiento,
abonado a que el objetivo es la proyeccién de los vehiculos al dia para utilizarlos
como el denominador de la prima de riesgo para el seguro, tenemos un interés mas

intenso sobre los estados con periodos atrasados con mayor cantidad de vehiculos.

Cuando la funcién objetivo utiliza el v para el cual la funcién se minimiza en-
tonces obtenemos que las transiciones con mayor influencia corresponden a las que
garantizan la menor diferencia entre lo esperado y lo observado para los periodos
en M,, priorizando los estados con mayor importancia. Entonces, definiendo un

espacio de busqueda O C R, que se especificara mas adelante, obtenemos;

= argmin F(v).
yeO

Ahora que se concluyé la fase de learning, ya se obtuvo un valor éptimo #;
minimizando la funcién en (3.5). Es sencillo evaluar la predictibilidad del modelo

basandonos en el subconjunto de periodos observados M, el cual corresponde a
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los periodos de cobro mas recientes. Aqui se pueden utilizar diferentes indices de

error, en nuestro caso se utilizara:

» Raiz del error cuadratico medio de la cantidad de vehiculos en los

estados de cada periodo de cobro para M,

(IE [ﬁv)] - ije) 2
MSEP=\| D 2 A

MeEMe JEAmM,

Note que A,,, C &, el cual seria la cantidad de estados observados en cada

periodo del conjunto M,.

» Error maximo absoluto de la cantidad de vehiculos en los estados

de cada periodo de cobro para M,

—

EMA = max E [W(V)} — v

me€Me, j€EAm,

De este modo se concluye la fase de testing y la ejecucién de los errores en
el conjunto de periodos M, funcionarian como indices de predictibilidad sobre la
Cadenas de Markov. Finalmente, basta con calcular la probabilidad de transicion
estimada en (3.4) alternando el conjunto M, por el histérico total M y evaluado

en ¥, esto seria:

%, Pi(m) - 1™

m 7

2 €T
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3.3. ENFOQUE LEARNING/TESTING PARA EL

MoDELO SARIMAX

Como se mencion6 en las secciones anteriores, una cadena con poblacion abier-
ta incorpora el ingreso periédico de vehiculos nuevos S,,. Para estimarlos se utiliza
igualmente una subdivision ordenada de los datos. En el caso de la Cadena de Mar-
kov los datos para el learning correspondian a la unién de los conjuntos M, y
M, estos son conjuntos de periodos de cobro, los cuales son anuales. Por otro
lado, en el caso de la serie Z;, es una serie mensual y denotaremos su conjunto de
datos observados como N. Entonces los subconjuntos serian N, para aprendiza-
je, N, para objetivo y N, evaluacién. Se defina Z; cémo la cantidad de vehiculos
observados en el momento t € N

Es importante recalcar que existe una diferencia sutil entre los parametros, los
modelos y la estructura SARIMAX, por ejemplo; la estructura del SARIMAX se
define mediante la eleccion de los parametros p, d, q y @, D, P y s ademas de la
eleccién de covariables y sus atrasos. Mientras que los pardametros serian los valores
especificos de los coeficientes. Dependiendo de los valores que tomen los parame-
tros estructurales, entonces el modelo puede o no variar de ser un SARIMAX
completo, a un ARMA o un ARX, etc. Existen muchas y diferentes combinacio-
nes posibles. La eleccién de los pardmetros estructurales se determinara mediante
la observacion de los datos en cuestion. Aqui se apreciaran de manera critica las

herramientas estadisticas como: el ACF y el PACF?. En la siguiente seccién se

2Se asume que el lector conoce la definicién de estas herramientas exploratorias. En caso de
no conocerlas consultar [Box and Jenkins, 1976] o consultar el Apéndice B.
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analizaran las visualizaciones y descomposicién de las serie, su peridiograma y
la funcién de auto-correlacién cruzada. Mientras tanto, nos enfocaremos en qué
sucede cuando ya se obtuvo un conjunto viable de estructuras a evaluar. Por lo
que asumiendo que se tiene un conjunto de modelos funcionales, sus parametros se
pueden encontrar de diferentes maneras. El método de preferencia para el ajuste

de cualquier modelo SARIMAX es maximizar la funcién de log-verosimilitud.

Maxima Verosimilitud

El principio intuitivo de la maxima verosimilitud consiste en encontrar los
parametros que maximicen la probabilidad de ocurrencia, dados los datos ob-
servados. La funcién de verosimilitud es el producto de la funcién de densidad
evaluada en los datos observados. No obstante, se acostumbra a tomar el loga-
ritmo de la funcién con fines practicos y analiticos. Al maximizar la funciéon de
log—verosimilitud se estarian hallando los parametros para los cuales es mas pro-
bable que se obtenga la distribuciéon evaluada. Si denominamos el set de parame-
tros del modelo SARIMAX como 6, a la funcion de densidad del modelo f y
observaciones z; con t € N, entonces la log—verosimilitud es:

Wl

WOl21, s 2pg) = 3 In(f(4]6)) (3.7)

Entonces lo que se busca es efectivamente el valor,

Oimie = argmaz i(9|zl, e 2N (3.8)
9co

Si se desea indagar més sobre el tema se puede consultar [Jones, 1980]. Ahora
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bien, una vez que se obtienen los coeficientes del conjunto de modelos se necesita
elegir cudl es el modelo ideal para ser aplicado. Para esto se identifica su eficacia

bajo dos perspectivas.

1. Bondad de Ajuste: esto implica evaluar qué tan bueno es el ajuste dentro del

conjunto de observaciones N,. Para esto es sencillo utilizar un indice como
el criterio de informacién Akaike o bayesiano (AIC o BIC respectivamente).
Estos han sido por mucho tiempo la base para el monitoreo critico del ajuste.

En este trabajo nos basaremos tnicamente en el AIC el cual se define como:

AIC = =2 -log(Lg) + 2 - k.

Donde Ly, es el valor de la maxima verosimilitud y k la cantidad de parame-
tros en el modelo. El AIC se construye desde la idea de discrepancia entre
el modelo ideal y el modelo a evaluar denominada la Discrepancia Kullback-

Leibler. Mas informacién se puede encontrar en [Kullback and Leibler, 1951].

2. Predictibilidad: Aqui lo que se busca es captar la capacidad predictiva del

conjunto de modelos. Se utiliza el conjunto de observaciones N, y se definen

los siguientes indices de error:

s BError cuadratico medio:

ol

E[Z] — %)?
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s Raiz del error cuadratico medio:

RMSE =vMSE

» Porcentaje de fallos hacia arriba3:

Z'ﬁf[)' IRPARSS.
PFA === 12074
NG|

= Porcentaje de fallos hacia arriba en términos absolutos:

N )
PTFA— e (B2 = 2) - gizgs2)

No o
27'&:1| |24] - Ligz)>2)

Algoritmo de Seleccién

La utilizacién de ambas perspectivas radica en la seleccién del modelo idéneo.
Se debe recordar que inicialmente los parametros estructurales nos brindan una
bateria de modelos. A estos modelos se les evaluara inicialmente el AIC bajo
N,. De ahi se tomardn los cinco modelos con el menor AIC para luego, utilizar
los errores del enfoque predictivo y asi seleccionar el modelo mas equilibrado.
Como 1ltimo paso para la seleccién del modelo, se visualiza la proyeccion del

modelo més idéneo y se ajusta utilizando la informacién de N, UN, y se evalia su

3La razén por la que se calcula el porcentaje de fallos hacia arriba y no el de fallos hacia abajo
radica en el objetivo de la proyeccion de vehiculos de ser denominador de la prima de riesgo para
el SOA. En caso de obtener un alto porcentaje de fallos hacia arriba se influye inversamente en
la prima de riesgo disminuyendo su valor, lo que podria significar una subestimacion de la prima
y por lo tanto insuficiencia financiera para el seguro. Mientras que en caso de que exista un alto
porcentaje de fallos hacia abajo se obtiene una version del error con consecuencias conservadoras,
donde se sobreestima la prima de riesgo para el seguro.
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predictibilidad ejecutando los errores aplicdndolos en N,. Por lo tanto, se obtiene

el siguiente conjunto de pasos a seguir:

1. Se observan las caracteristicas estadisticas de la serie de tiempo. Aqui se
utilizan herramientas estadisticas para establecer una bateria de estructuras
posibles de los parametros ¢, d, p, Q, D, P y s. Ademas de las posibles

covariables a implementar.

2. Todos los modelos que se obtienen son ajustados en N, y se monitorean sus

AICs. Se eligen los cinco mejores ajustes, los cuales tengan el AIC menor.

3. Se calculan los errores de predictibilidad y se visualiza su rendimiento bajo

las observaciones N,. Se elige el modelo més estable y con errores menores.

4. Se ajusta el tltimo modelo seleccionado bajo las observaciones en N, UN,,.

Y se evalda su rendimiento en N,.

5. Finalmente, si su rendimiento bajo N, no es satisfactorio, se debe regresar

al primer paso.

Este enfoque pretende, desde el punto de vista intuitivo, poner a los posi-
bles modelos a competir entre ellos. Una vez seleccionado un modelo satisfactorio
obtenemos una proyeccién E[Z;], con t > [N, ajustado con los datos en N. Co-
mo ultimo paso, basta con sumar las proyecciones correspondientes al n—ésimo

periodo de cobro y retomamos que S, =, E[Z;].
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3.3.1. TRATAMIENTO DE COVARIABLES

Las covariables a utilizar son: la variaciéon porcentual mensual de la inflacién
m; y la variacién porcentual mensual del tipo de cambio k. Para ello se cuenta
con los datos desde enero de 2015 hasta mayo de 2023 en ambos casos publicados
por el Banco Central de Costa Rica. Como se mencioné previamente en 2.4, la
limitacion de utilizar covariables bajo el contexto SARIMAX es precisamente que
estas deben ser proyectadas porque el modelo necesita evaluarlas para periodos
futuros. Para esto se utilizo la expectativa de inflacion y tipo de cambio también
anuales publicados por el Banco Central de Costa Rica, llamados 7% y ;2. En-
tonces, suponiendo que existe un periodo t + 12 futuro la variaciéon de la inflacién

equivalente mensual* 7; es

L

Fi= (147 -1

para todo j € {t+1,...,t+ h}. Y del mismo modo para el tipo de cambio ;.

Si bien esto solo funciona para el primer ano, lamentablemente el Banco Cen-
tral de Costa Rica no publica expectativas a 24 o 36 meses que permitan encontrar
las variaciones mensuales equivalentes. Por lo tanto, se asumen los valores 7; y &;

fijos para cualquier j que sea un mes futuro, a partir de abril 2023.

4Si se desea conocer més sobre tasas equivalentes se recomienda leer [Kellison, 2008].
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3.4. SIMULACION ESTOCASTICA

Para poder sacar el mejor provecho sobre el modelo, sirve identificar la manera
de realizar una simulacién estocéstica para poder encontrar y estudiar los valores
extremos de la distribucién. El objetivo consiste en encontrar valores esperados
obtenidos desde el mismo proceso. Lo anterior implica utilizar simulacién desde
el punto de partida (el ultimo periodo observado) para tener un conjunto de
posibilidades de las cuales se calculen medidas de riesgo.

Es importante tomar en cuenta que la cantidad de simulaciones se fija para
satisfacer que el promedio simulado converja a la esperanza definida en 2.3 y E[Z,],
o sea, la esperanza de la cadena de Markov y la esperanza de la serie mensual
de vehiculos nuevos, respectivamente. Para esto se presenta el siguiente algoritmo

por periodo de cobro futuro:
1. Se inicializa el periodo de cobro.
2. Se ejecuta una realizacion de las covariables.

3. Se calcula la proyeccién de vehiculos nuevos, evaluando la realizaciéon de las

covariables.
4. Se guarda el valor de la realizacién de vehiculos nuevos.

5. Para cada estado con cantidad de vehiculos se simula decisiéon de pago o no

pago.

6. Se suman los conjuntos de llegada.
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7. Se agrega la realizacién de vehiculos nuevos a los vehiculos que pagan dentro

del sistema.

8. Se guarda la cantidad de los vehiculos que se encuentran en cada estado.

9. Repetimos desde el paso 2.

En el nivel de codificaciéon, los pasos anteriores se realizan simultaneamente
por periodo de cobro. En otras palabras, para cada periodo de cobro se ejecutan
W simulaciones, donde W representa la cantidad de simulacion que satisfaga una
convergencia razonable del promedio a la esperanza.

Es importante tomar en cuenta que en el quinto paso existen varias maneras
de caracterizar numéricamente esta decision, dado que para la cadena de Markov
existe por estado exclusivamente una transicién binomial: de pagar o no pagar.
En este caso, se utiliza una variable aleatoria multinomial, la mas utilizada para
simular cadenas de Markov. La razon de esto es que en el nivel practico una
variable multinomial tiende a ser lo méas utilizado dado que deja la opcién libre de
aumentar la cantidad de estados de llegada a partir de cualquier estado de salida.
O sea, generaliza la cantidad de transiciones posibles. Si bien en el caso particular
basta con ejecutar una variable binomial, se utilizara la opcién equivalente, para la
cual se simulara una variable aleatoria multinomial solamente para dos conjuntos
de llegada.

Considere n sucesos, si X; es la variable aleatoria que indica la cantidad de
veces que el suceso i se dio en n realizaciones, entonces se dice que el vector alea-

torio X = (X1, ..., X}) tiene una distribucién de multinomial si con probabilidad
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p=(p1,---,Dr), su funcién de probabilidad es,

n! 1 Tk : k _
TPt s Do i =n
PT’(Xl :xl,ngxQ,...,Xk::L‘k) =

0 si, no.
(3.9)

El beneficio de utilizar en primera instancia una variable multinomial consiste
en que el codigo pueda seguir siendo utilizado y sea més facil de modificar en caso
de que cambie la estructura del modelo®. Ahora, si definimos v la cantidad de
periodos a proyectar y k la cantidad de estados observados podemos describir el

procedimiento bajo el Algoritmo 1.

En este caso, la funcion SARIMAX corresponde a una realizacion del modelo
seleccionado evaluado sobre una realizacion de las covariables. Por otro lado, se
asume que las covariables se distribuyen como variables aleatorias normales. Una
vez que se obtienen todas las simulaciones, basta con utilizar este insumo para

calcular medidas de riesgo de interés.

5Lo que mejora la versatilidad del cédigo para el usuario.
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Algoritmo 1 Simulacién de Montecarlo

V/,: Cantidad de vehiculos en el periodo n, estado i y en la realizacion w,
nef{0,...,v},i€{0,....k} ywe{l,... W}

T Tealizacion de la variacién porcentual mensual de la inflacién ¢ € G,

Riw: realizaciéon de la variacion porcentual mensual del tipo de cambio
t e g,

Ay Realizacién del modelo SARIMAX en ¢
Sp.w: Total de vehiculos nuevos en el periodo i
P’: probabilidad de transicién del estado i al estado j

VJTL} cantidad de vehiculos para el periodo n + 1 en el estado j prove-

nientes del estado ¢

1: procedure INICIALIZACION DE PERIODO

2 L < Se crea un objeto lista

3 forn=0,...,v—1do

4: Yw

5: procedure SIMULACION DE VEHICULOS NUEVOS

6 for t € G; do

7 Tow < N(m, 02)

8 Fotaw < N (K, 07)

9 Ay < SARIMAX 7y 4, Foy.)

10: end .

11: Snaw < Dreg, Atw

12: procedure TRANSICION DE ESTADOS

13 vi. VOZf,% ~ Multin.om(Vif‘w, {PY, P;+:}1) 1]
1w ~ Multinom (V2 {P?, Pi*'})[2]

14: Vot 4= S + 2 Vonzti

15: procedure ALMACENAMIENTO DE VALORES

16: Lin+1] < {Spw, Vo s - Vi

17: end
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4 DESARROLLO

En esta seccién se abarcara la explicacién detallada del procedimiento para
aplicar el modelo y la metodologia antes descritas. Esto implica exponer el tra-
tamiento realizado al conjunto de datos, describir las herramientas estadisticas
para las series Z; y la bateria de modelos obtenidos; finalmente, se describe el
analisis realizado a las covariables macoreconémicas y se realiza la optimizacion
para encontrar el parametro 4 de la probabilidad de transicién. La aplicacién se

realizo en el lenguaje de programacién R.

4.1. SOBRE EL CONJUNTO DE DATOS

Se cuenta con datos de un tinico conjunto de vehiculos, que fue otorgado por
el Instituto Nacional de Seguros y resulta acorde a los requerimientos de confi-
dencialidad. El conjunto de vehiculos en especifico es anénimo, por lo que sus
identificadores también fueron alterados para mantenerlos univocos; pero diferen-
tes a los reales. Estos datos constan de siete variables: Periodo de cobro, Placa,
Indicador de Pago, Indicador de Ingreso, Mes de Ingreso, Afio de Ingreso y Perio-

dos de Atraso. Cada observacién visualiza el registro desde el 2016 hasta la fecha
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de corte para el conjunto completo (periodo de cobro 2022) de lo sucedido para
un vehiculo en un periodo de cobro especifico. Una descripcién méas detallada se

incluye a continuacién.

’ Detalle de Variables

Periodo de cobro Variable discreta que toma los valores 2016 hasta
el 2022.
Placa Identificador tnico por vehiculo. Consiste en una

concatenacion de cédigos de registro. No hay dos
placas iguales por vehiculo en un momento deter-
minado.

Indicador de Pago Variable dicotémica, toma el valor 1 si en ese pe-
riodo de cobro el vehiculo pagé y 0, si no. Esté di-
rectamente relacionada con la variable de Periodo
de atraso. Solo puede ser 1 si el periodo de atraso
es 0.

Indicador de Ingreso | Variable dicotémica, toma el valor 1 si el vehiculo
es un nuevo ingreso para ese periodo de cobro y
0, si sucede lo contrario. Solo debe de haber un
ingreso.

Mes de Ingreso Variable discreta, toma los valores de 1 a 12 de-
pendiendo de en cual mes se registra el ingreso del
nuevo vehiculo. Es NA en caso de que no sea un
vehiculo nuevo.

Ano de Ingreso Variable discreta, toma los valores de 2015 a 2022
dependiendo de en cual ano se registra el ingreso
del nuevo vehiculo. Es NA en caso de que no sea
un vehiculo nuevo.

Periodos de Atraso | Variable discreta, puede tomar cualquier valor des-
de 0 en adelante. El maximo valor observado se
encuentra entre los 37 y los 40.

Cuadro 4.1: Descripcién detallada de las variables para el set de datos utilizado.

El conjunto de datos se extrae directamente del sistema del INS y el hecho de
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que se base en lo realmente ocurrido registrado a la fecha de corte se considera
importante, dado que esta variaciéon implica una leve diferencia con respecto a
lo contabilizado en cada periodo de cobro. Un ejemplo muy sencillo de esto es el
efecto que tiene la utilizaciéon de cheques sin fondos para el pago del marchamo
tal y como se explica a continuacion.

Una vez que el pago se realiza terminando el mes de diciembre, el sistema
contabiliza tal pago en el periodo de cobro correspondiente; no obstante, el sistema
se corrige y modifica tal transaccion una vez observado que efectivamente el cheque
no contenia fondos. Si se cuantifica el conteo de lo contabilizado se observara un
pago para ese periodo de cobro. La correccién se contabilizaria para el siguiente
periodo y en la base se observaria lo que realmente sucedié en el periodo inicial,
que tal transacciéon nunca ocurrié. Cabe recalcar que esta variacién es leve dado
que los casos y razones por las cuales suceden estas devoluciones tienden a ser
pocas a lo largo de los periodos.

Es importante tomar en cuenta que los datos siguen el orden necesario para
la aplicabilidad del modelo. Esto quiere decir que mantienen consistencia a lo
largo del tiempo. Por ejemplo, un vehiculo nunca deberia acumular dos periodos
atrasados en un tinico periodo de cobro. Se asume que cada vehiculo solo se registra
una vez en el sistema tomando el iltimo registro como el inico. Es por esto que la
primera observacion de un vehiculo que ingresé en los periodos de cobro 2016-2022
debe contener un 1 en el indicador de ingreso y las observaciones en periodos de
cobro anteriores a esa no deben existir. Otra regla observada consiste en que las
variables deben mantener consistencia coordinada por observacién. El indicador

de pago debe estar coordinada con la fecha de ingreso. Si existe un ingreso el
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indicador debe ser 1 y simultdneamente debe existir mes y ano de ingreso. Del
mismo modo, con el indicador de pago, si se pagd en un periodo de cobro, esto
implica que no acumulé periodo de atraso y, por lo tanto, el periodo de atraso
debe reiniciar a cero. Las reglas fueron garantizadas por el Instituto Nacional de

Seguros y fueron validadas antes de la aplicacién del modelo.

Bajo esta estructura se goza de un volumen suficiente de observaciones, exac-
tamente 9.543.609 observaciones. Por otro lado, es forzoso tomar en cuenta que
las observaciones no corresponden a cantidad de vehiculos, sino lo sucedido para
un vehiculo dentro del sistema para un periodo de cobro. Ademas, los vehiculos se
pueden agrupar en diferentes subgrupos de posible interés, entre ellos, los vehicu-
los que pagan desde un estado con periodos de atraso mayores a cero, a estos se
les acostumbra llamar No Procesados dado que no se colocaron al cobro en el pe-
riodo que pagan. Sin embargo, los vehiculos de mayor interés son los vehiculos de

pago por periodo de cobro, la evolucién de cuyo ntimero se muestra a continuacion.

1075300

1017264

1000000 981141 SEARD

956139

924088

880753

2018 a7 208 209 2020 i i,

Figura 4.1: Cantidad de vehiculos pagados por periodo de cobro.
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Se puede notar que en general la cantidad de vehiculos pagados es creciente.
Recordemos que los vehiculos pagados por periodo de cobro corresponden a los

del estado con cero periodos de atraso.

4.2. APLICACION DE MoODELO SARIMAX

Ahora que se conocen los elementos de la base de datos, variables y obser-
vaciones se procede a realizar el analisis univariado de los vehiculos nuevos. El
analisis se realizara desde un punto de vista univariado y luego uno multivariado,
de manera que se pueda definir el conjunto de modelos que funcionaran como can-
didatos. Luego, se observaran los errores de predictibilidad y el AIC de manera
que se obtenga el mejor modelo, para finalmente observar su eficacia. Cada grupo
de célculo utilizara un 70 % de los datos méas antiguos como conjunto de ajuste

N, un 15% como objetivo N, y un 15 % de evaluacién, el m4s reciente N,.
» N, toma los valores desde noviembre 2015 hasta setiembre del 2020
» N, toma los valores desde octubre 2020 hasta octubre del 2021

» N\, toma los valores desde noviembre 2021 hasta octubre del 2022

4.2.1. ANALISIS UNIVARIADO

Inicialmente, tenemos una serie de nuevos ingresos para el conjunto de ajuste
N,. A continuacién se observa la serie, su descomposicién tendencial y periddica

y los residuos.
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Figura 4.2: Descomposicién de la serie de vehiculos nuevos.

Se percibe una disminucién en la serie a lo largo del tiempo la cual es confir-
mada por la tendencia. La grafica de estacionalidad sugiere ademas dos momentos
en el ano para los cuales existe un aumento de la cantidad de vehiculos, especifica-
mente en diciembre y en abril. Esto indica que la serie se ve afectada por eventos

como, la Expo-automovilistica y fin de ano.

Al aplicar la primera diferencia de la serie obtenemos una eliminacion de la
tendencia como se observa en la siguiente grafica. Esto sugiere la posibilidad de

utilizar una parametro estructural de ARIMA, d = 1.
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Figura 4.3: Serie de vehiculos nuevos diferenciada una vez (d = 1).

Se observa que la tendencia ahora tiende a bajar y a subir en los extremos
mientras que se mantiene estable en la mayoria de los periodos. Por otro lado,
note que se mantienen dos momentos en el ano con una alta cantidad de vehiculos

al igual que en la serie original.

Por otro lado, es muy importante poner a prueba el supuesto de normalidad
sobre los residuos de la serie. Esta se visualiza en la figura 4.4, se puede observar
una similitud entre el ajuste normal y la distribuciéon empirica. Adicionalmente,
se realiza un prueba de hipdtesis de Pearson para la normalidad de los residuos
para la cual se obtiene un estimador de 17,103 y un p-valor de 0,02905 que es

mayor a 0,01 por lo que no se rechaza la hipotesis nula.
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Figura 4.4: Normalidad para los residuos de la serie de vehiculos nuevos diferenciada
una vez. En azul el ajuste de la distribucién normal y en rojo la distribucién empirica
de los residuos.

Al observar el periodograma y elegir las tres frecuencias mas altas del espectro,
se encuentran periodos significativos de 6, 5 y 12. Esto sugiere un valor s =12 o

s = 6. A continuacion se observa la autocorrelacién de los residuos para cuando

s=12y s=06.
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Figura 4.5: ACF de la serie de vehiculos nuevos diferenciada con s = 12y s = 6
retrasos.

Se nota que en el caso cuando s = 6 se obtienen residuos mas autocorrelacio-

nados que en el caso de s = 12. Esto sugiere utilizar un parametro estructural

s = 12. Ahora, observamos el ACF y el PACF de la serie diferenciada una vez

00 05 1.0
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Figura 4.6: ACF y PACF de la serie de vehiculos nuevos diferenciada una vez.
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El ACF se corta después del primer lag mientras que el PACF se disminuye
sinoidalmente. Esto sugiere utilizar ¢ = 1, significativo y vale la pena probar p = 0
y p = 1. Luego, al observar el ACF y el PACF de la serie al utilizar una diferencia

cada 12 lags se observan a continuacion.

Autocorrelacién Simple (s=12)
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0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2

Autocorrelacion Parcial (s=12)
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-1.0
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Figura 4.7: ACF y PACF de la serie de vehiculos nuevos diferenciada cada 12 retrasos.

El PACF se corta después del 2 mientras que el ACF se disminuye sinoidal-
mente. Esto sugiere P = 2, no tan significativo en s = 12 por lo que se puede
probar P = 1. Se deduce, ademas, que vale la pena analizar = 1y @ = 0.
Ahora, al tomar en cuenta las observaciones realizadas sobre las caracteristicas de

las series, se identifican las siguientes modelos candidatos.
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Posibilidades Encontradas

Arima(1,1,1)[2,0, 1] Arima(0,1,1)[2,0, 1]
Arima(1,1,1)[1,0,1]12 Arima(0,1,1)[1,0, 1]
Arima(l, 1, 1)[2,0,0]12 Arima(O, 1, 1)[2,0,0]12
Arima(1,1,1)[1,0, 0] Arima(0, 1, 1)[1,0, 0]
Arima(1,1,1) Arima(0,1,1)

Cuadro 4.2: Estructuras paramétricas ARIMAX que funcionan como candidatos en el
andlisis. Se derivan de las sugerencias obtenidas al aplicar herramientas estadisticas.

4.2.2. ANALISIS DE COVARIABLES

En esta secciéon se observa la funcién de autocorrelacion cruzada. Solo interesa
la causalidad representada por el lado derecho del grafico, de manera que el pasado
de la covariable influencie el presente de la variable dependiente. La relacion a

tomar debe ser intuitiva con respecto a la causalidad.
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S
w
s
g 1 . [ ' 1 " L l |
e |
v T T
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
VN & TCVVM
=l
uwy
o i | | | n I i
aS T T — T T
= J
2 T T T T T
-1.0 05 0.0 0.5 1.0
Lag

Figura 4.8: Funcién de autocorrelacion cruzada para 7 y k¢, respectivamente.
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Se puede observar una correlacion con lag = 2 negativa, significativa, en la
variacion mensual del IPC. Mientras en el caso del tipo de cambio, se encuentra

una correlacién con lag = 12 o lag = 1 negativa y relevante, mas no significativa.

4.2.3. CONJUNTO DE MODELOS CANDIDATOS

Al tomar los retrasos correspondientes y realizando todas las posibles combi-
naciones con los modelos encontrados del analisis univariado, se encuentran 88

posibles modelos. Los cinco con el mejor AIC se presentan a continuacién.

Modelo IPCVM TCVVM; TCVVM;, AIC

Arima(0, 1, 1)[2, 0, 0] 12 X X X 745.105
Arima(1, 1,1) X X X 745.844
Arima(1,1,1)[2,0, 0] X X X 745.847
auto.arima Arima(0, 1, 1)[0,0, 1]12 X X 745.883
Arima(0, 1, 1)[1, 0, 1], X X X 745.934

Cuadro 4.3: Los cinco mejores modelos segin la aplicacion del AIC. La X implica
utilizar la covariable.

Estos 88 modelos se generan al combinar los candidatos del cuadro 4.2 que
son 10 modelos con todas las combinaciones de 2 covariables (corresponden a 3
posibilidades dado que son 3 covariables), de utilizar cada covariable por separado,
utilizarlas todas o no utilizar ninguna, lo que da 8 posibilidades para cada modelo.
Adicionalmente, se agregan 8 posibilidades mas al utilizar la funcion auto.arima
de R para cada combinacion de covariables mencionada. Por lo que tenemos 10 X

8 + 8 = 88 candidatos.

56



4.2.4. ENFOQUE PREDICTIVO

Al aplicar los modelos con los menores AIC en el conjunto de datos objetivo y
calcular los errores obtenemos los siguientes resultados. En general, serie VN _train
corresponde a la serie histérica de vehiculos nuevos para ajuste en N, la serie

denominada original corresponde también al histérico de la serie pero en N,,.

8000 — VN_ train — original — Arima(0,1,1)[2,0,0]_12 IPCVM TCVVM_1 TCVVM_12— Arima(1,1,1) IPCVM
TCVVM_1 TCVVM_12 — Arima(1,1,1)[2,0,0]_12 IPCVM-TCVVM_1-TCVVM_12 — auto.arima Arima(0,1,1)
[0,0,1]_12 TCVVM_1-TCVVM_12 — Arima(0,1,1)[1,0,1]_12 IPCVM-TCVVM_1-TCVVM_12
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Figura 4.9: Comparativo sobre datos de control de modelos candidatos.

El procedimiento implica observar cuél es el modelo que en el Aambito predictivo
logra captar tanto la intuicién del usuario como el menor error observado. En este
caso, se puede observar que la mayoria de candidatos tiende a la baja, esto es
lo esperable dado que la tendencia observada anteriormente confirma una baja
al transcurrir el tiempo. No obstante, existen modelos que se acercan mas a la
serie original. Como es el caso del Arima(1,1,1) con las tres covariables o el tinico
modelo recomendado por el auto.arima al inicio de los periodos objetivos N,.

Sin embargo, a continuacién se observan los indices de error para el enfoque
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predictivo y podemos observar aqui los modelos con los mejores rendimientos son
el Arima(0, 1,1)[2,0,0];2 con las tres covariables y el Arima(1,1,1) con las tres

covariables.

PTFA 759 MSE
b 4

Modelos

IEI Arima(0,1,1)[2,0,0]_12 IPCVM TCVVM_1 TCVWM_12
IEI Arima(1,1,1) IPCVM TCVWM_1 TCVWM_12

IEI Arima(1,1,1)[2,0,0]_12 IPCVM TCVWM_1 TCVWM_12
|EI auto.arima Arima(0,1,1)[0,0,1]_12 TCVVM_1 TCVVM_12
|E| Arima(0,1,1)[1,0,1]_12 IPCVM TCVVM_1 TCVVM_12

PFA RMSE

Figura 4.10: Comparativo de errores para el enfoque predictivo en modelos candidatos.

Si bien, el Arima(1,1, 1) con las tres covariables es el modelo con los menores
RMSE y MSE, se busca que el modelo logre un aumento futuro de los valores.
Esto es asi dado que se espera un crecimiento para periodos después del periodo
pandémico (afio 2021) como se observard en los datos sobre N.. Esto se logra con
un alto PTFA o PFA por lo que finalmente, se elige el Arima(0, 1, 1)[2,0, 0];2 con
las tres covariables como modelo idéoneo dado que ademas de obtener el mejor

PTFA es el modelo con el menor AIC.
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Modelo IPCVM TCVVM; TCVVM;, MSE RMSE PFA PTFA

Arima(0,1,1)[2,0,0], X X X 1380838.09 1175.09 0.08 0.17
Arima(1,1,1) X X X 815649.30  903.13  0.23 0.07
Arima(1,1,1)[2,0,0], X X X 1509604.60 1228.66 0.08 0.15
Arima(0,1,1)[0,0, 1] X X 1671997.06 1293.06 0.23  0.06
Arima(0,1,1)[1,0,1];, X X X 2251936.00 1500.65 0.15 0.02

Cuadro 4.4: Los cinco mejores modelos segtn la aplicacién del AIC. La X implica
utilizar la covariable.
4.2.5. RENDIMIENTO DEL MODELO SELECCIONADO

Ahora visualizaremos, como tltimo paso, el rendimiento sobre los datos en A,

del modelo idéneo. Para esto se ajustan los coeficientes en

Modelo [PCVM TCVVM, TCVVM,, MSE RMSE PFA PTFA
Arima(0, 1, 1)[2,0,0]1 X X X 1665239.75 1290.44 0.50 0.38

Cuadro 4.5: Errores predictivos del modelo idéneo sobre M.

Una caracteristica importante sobre los errores predictivos cuando se evalia
una serie para la cual se estd interesado en un dato agregado, como lo es en
este caso al sumar la serie por periodo de cobro (pasando de Z; a S,,), es que
resulta conveniente un PFA cercano al 50 %. Esto es debido a que el modelo no
pretende una prediccion exacta sobre conjuntos de control y, por lo tanto, esto
podria significar un sobreajuste que no necesariamente mejore el rendimiento en el
futuro. Lo que se espera es que sea cercano a un comportamiento esperado, como
sucede en este caso particular. El PFA garantiza que en el momento de agregar
las sobre-estimaciones se acerquen a las sub-estimaciones y asi el valor agregado
no se aleje mucho del dato real, lo cual evita un posible sobreajuste del modelo.

Esto se confirma en la figura 4.11.
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serie de vehiculos nuevos.

4.2.6.

PROYECCION DEFINITIVA

De este modo, y una vez elegido el modelo idéneo, se observa su proyeccién

utilizando
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el histérico completo Ny se proyecta hasta el mes de octubre 2025.
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Figura 4.12: Proyeccién de vehiculos nuevos definitiva.

nfirmar que el modelo elegido se ha ajustado correctamente ante la

incorporacién del historico completo, se pueden observar los residuos, dado que

60



se desea que estos no se encuentren significativamente correlacionados.

1.0

06
|

0.2
1

-0.2

Lag

Figura 4.13: ACF de los residuos para el modelo definitivo.

Con esto se confirma que efectivamente sus residuos no estan correlacionados
significativamente. Por otro lado, el estimador de Durbin-Watson toma un valor
de 1.77 lo cual es suficientemente cercano a 2 como para caracterizar un buen
ajuste del modelo!. Finalmente, en el siguiente cuadro se observa la proyeccién
por periodo de cobro, donde se puede comprobar cémo se eleva la cantidad de

vehiculos nuevos para el 2023 para luego disminuir en el 2024.

65000 ——
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55000

Periodo Proyedado
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45000 \
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Figura 4.14: Proyeccién anual de vehiculos nuevos.

1Si se desea comprender mas sobre el estimador de Durbin-Watson se recomienda consultar
[Durbin and Watson, 1951] o el Apéndice B
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4.3. IMPLEMENTACION DE LA CADENA DE MARKOV

Ahora que se ha elegido el modelo de vehiculos nuevos, se procede a desarrollar
el modelo de Cadena de Markov con poblacién abierta a continuacién. Como se
menciond, el procedimiento learning/testing consiste en abarcar los tres conjun-
tos de control para ajuste, objetivo y evaluacién. Para este caso, M, abarca los
datos desde el 2016 hasta el 2019, el M, seria el periodo 2020 y el histérico de
evaluacién lo conforman los periodos 2021 y 2022.

Por otro lado, si bien el modelo proyecta la cantidad de vehiculos sobre todos
los posibles estados, se comentara especificamente el caso del estado de pago
(0 periodos atrasados), 1 periodo atrasado y 2 periodos atrasados. En total se
observan 38 estados en el conjunto M,. Solo se comentara sobre los estados 0, 1 y
2 debido a su tamano y relevancia sobre la dindmica de pago. Al aplicar el modelo
sobre el conjunto de control y optimizar la funcién objetivo (3.5) obtenemos el
valor 4 = 2,1187 lo que sugiere que el modelo tomara los periodos futuros con
mayor influencia. Ademads, se elige un espacio de bisqueda O = |0, 15]. El espacio
de busqueda se elige de esta manera debido a que la variacién de la funcién objetivo
después de utilizar un valor tal que v > 10 es minima, sugiere que a partir de
ese punto solo se obtiene influencia de los puntos extremos del historico. Esto se
confirma en la figura 4.15.

La optimizacion se realiza con el método meta-heuristico de optimizacién por
enjambre de particulas o PSO, denominado asi por sus siglas en inglés. Si se desea
conocer méas informacién sobre el método, consulte [Bonyadi and Michalewicz,

2017] o el apéndice A, donde se hace una descripcién detallada del método. La
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razén por la cual utilizar PSO en este trabajo se discutira en la seccion 5.1. Ahora
que se ha encontrado el valor de 4, basta con calcular lo definido en 2.3, dentro

del conjunto de control M, y compararlo en M,,.

Ajuste de Parametros
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Figura 4.15: Né6tese como a partir de v > 10 el valor de la funcién objetivo se estabiliza.

A continuacion se pueden visualizar los valores de los estados 0, 1 y 2 dentro
del conjunto de datos M,,.
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Figura 4.16: Proyeccién de estados 0, 1, 2 sobre datos de reajuste con « éptimo.

De acuerdo con lo descrito en [Pedersen, 2010}, se utilizé el PSO con 10 particu-
las, con coeficiente de velocidad w = 0,3925, una constante de busqueda global

c.g de 1,3358 y local c.p de 2,5586.

Para estos casos se obtienen como indices de error un MSEP = 335,4901 y
un M EA = 1887,94. El error maximo absoluto se encuentra en el estado de 1
periodo atrasado. Si bien se observa un excelente ajuste, esto no se debe tomar
como un criterio de predictibilidad debido a que justamente estamos encontrando
el valor 4 que disminuya esta brecha en el conjunto de datos M,. Se espera que los
errores sean minimos y su visualizacion solo nos garantiza que el procedimiento

se ha aplicado correctamente.

4.3.1. ENFOQUE PREDICTIVO

Ahora que se conocen los pardmetros a utilizar, se evaluara la predictibilidad
del modelo. Al ejecutar el modelo sobre el conjunto M,UM, y calcular los errores

sobre el conjunto de control M, obtenemos los siguientes resultados.
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Figura 4.17: Proyeccién sobre datos de control de los estados 0, 1 y 2 de la Cadena
de Markov.

Aqui se evidencia la capacidad predictiva del modelo. Resulta notable que
para el estado de pago con 0 periodos de atrasados en el 2021 la desviacién es
bastante pequena, exactamente de 15 093,980 vehiculos. En el ano 2022 la dife-

rencia corresponde a 57 934, 914 vehiculos. No obstante, se debe tomar en cuenta
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que en el ano 2021 el Ministerio de Hacienda realizé una amnistia del marchamo
que aumento el pago. Para este caso la amnistia no afecté directamente el monto
adeudado del SOA pero disminuy6 el volumen del pago para el paquete fiscal.
En este caso el Instituto Nacional de Seguros no cuenta con datos o registros
que cuantifiquen el efecto, solo se conoce su realizacién y se observo un leve au-
mento sobre el pago. Esto es diferente con respecto al 2022, en donde el gobierno
realizé una condonacién de la deuda para el pago. En este caso el SOA si registrd
durante un lapso determinado la cantidad de vehiculos que entraron en esta cate-
goria. Este efecto es desconocido para el modelo y es por esto que en el estado de
pagados se obtiene una diferencia mayor. Se observan 45 242 vehiculos, estos son
vehiculos que al pagar la condonacién realizaron una transicién irregular de algin
estado con altos periodos de atraso. Esta transicién es irregular y no deberia ser
tomada en cuenta para la estimacion de la probabilidad de transicion al utilizar
el conjunto histérico completo M. Al restar la diferencia de lo proyectado con lo
observado en el 2022 y el total de vehiculos condonados se obtiene un error de
aproximadamente 12 692,91 vehiculos. Por lo que el ajuste termina siendo ideal.
Ambos efectos, en el 2022 y 2021, afectan de manera distinta los estados de los
conjuntos de atraso restantes y por eso se observan desviaciones importantes.
Cabe recalcar que el efecto de minimizar el error ponderado en la funcién
objetivo si garantizé una disminuciéon mas severa del error para el estado de pago,
el cual influye de manera directa sobre las primas de riesgo del SOA. Por otro
lado, obtenemos para el conjunto M, un MEA = 5 7934,91 y un MSEP =
7 500, 30. Finalmente, se presentan las proyecciones para periodos futuros. Aqui

se observa la esperanza calculada a partir del iltimo periodo observado. La sombra
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en azul corresponde al margen generado por las esperanzas condicionales derivados

de la simulacién. Cabe recalcar que la sombra disminuye su ancho conforme se

aumentan los periodos de atraso. Esto sugiere que la varianza disminuye conforme

aumenta el periodo de atraso.
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Figura 4.18: Proyeccién sobre datos de control de los estados 0, 1 y 2 de la Cadena

de Markov.

Si bien en los graficos anteriores se observan solo los estados 0, 1 y 2, en el
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siguiente cuadro se pueden observar la esperanza y medidas de riesgo elegidas
para este trabajo. Consistentemente, la esperanza se mantiene como un valor en
medio de las medidas de riesgo, y méas ain, se puede notar el nivel del riesgo de
acuerdo con la distancia entre ambas medidas, debido a que obtenemos el valor

en riesgo condicional para ambas colas con una significancia de oo = 99, 99 %.

Estado CVaRg Esperanza CVaR,,
0 1060 041,99 1084 956,96 1 110 940,50
1 56 227,33 56 779,16 57 293,45
2 45 433,15 45 678,28 45 922,95
3 14 853,05 14 929,06 14 998,00
4 19 565,70 19 611,61 19 653,00
5! 24 143,76 24 179,21 24 210,91
6 25 968,24 25 993,59 26 016,88
7 24 292,17 24 310,98 24 328,62
8 24 216,47 24 230,41 24 244,15
9 22 420,93 22 437,02 22 452,05
10 20 384,19 20 398,78 20 409,89
11 15 287,84 15 298,09 15 306,64
12 14 097,97 14 107,83 14 115,56
13 10 570,38 10 584,13 10 595,07
14 11 045,97 11 055,25 11 062,41
15 12 976,36 12 984,26 12 990,29
16 13 645,55 13 654,08 13 660,36
17 11 317,84 11 326,79 11 333,39
18 17 255,04 17 269,34 17 282,00
19 8 040,44 8 047,52 8 053,19
20 16 319,30 16 326,49 16 332,10

Cuadro 4.6: Esperanza y medidas de riesgo proyectados para el periodo de cobro 2023.

Esto intuitivamente brinda una idea sobre la volatilidad en las posibilidades
seguin el modelo, y como es de esperarse, es en el caso del estado con cero periodos

de atraso en donde se observa una mayor distancia entre las medidas de riesgo. Si
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se desea observar los resultados para los periodos 2024 y 2025, consultar el anexo
6.1. Aqui solo se presenta hasta el estado 20; no obstante, se observan vehiculos

hasta el estado 39 en el 2023.

4.3.2. CANTIDAD DE SIMULACIONES

Como se describio en 3.4, la cantidad de simulaciones se define de manera
que se satisfaga parcialmente la ley de grandes nimeros, esto quiere decir que la
diferencia entre el promedio observado y la esperanza sea aceptablemente pequena.
Esto se realizé utilizando dos puntos de referencia: los vehiculos nuevos, mediante
la utilizacién de los valores de S,, y los vehiculos esperados del estado 0. Se escogen
estos en particular ya que para efectos del SOA constituyen los valores con mayor
interés y resultan ser para los cuales las medidas de riesgo seran estudiadas con
mayor prioridad.

En el caso de la convergencia de la serie de vehiculos nuevos se utiliza el
promedio por periodo proyectado de la diferencia porcentual entre el promedio y

la esperanza, esta funcion se define de la siguiente manera:

Bugy i g | Bugye s, | Zugp e s,
Cruy (W) = ——1 5 -

Resulta notable que la funcion es el promedio de tres diferencias porcentua-
les dado que se proyectan los periodos 2023, 2024 y 2025, (n = 3). La funcién
Cnvy (W) se observa hasta el valor maximo donde W = 2000. Por lo que se utili-

zan dos mil simulaciones.
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Figura 4.19: Convergencia entre el promedio y la esperanza para simulaciéon de
vehiculos nuevos.

Se nota que aqui Cnv;(2000) = 0,6 % lo que quiere decir que la diferencia
porcentual promedio de los periodos es de 0,6 % lo cual califica como una diferencia

aceptable para satisfacer parcialmente la convergencia.

Similarmente, para observar la convergencia de la simulacién dentro del estado

de pagados (estado 0), tenemos la siguiente funcién de convergencia:

e e S I e S
Crus(0) = — 2L L =

Para este caso tenemos que Cnv(2000) = 0,047 % lo que nos garantiza que se
cumpla parcialmente la ley de grandes niimeros, como se muestra en la siguiente

grafica.
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Figura 4.20: Convergencia entre el promedio y la esperanza para simulaciéon de
vehiculos pagados.

Ahora que se tiene la cantidad de simulaciones aceptable W = 2000, se procede
a calcular el valor en riesgo condicional con las realizaciones generadas. Para
esto basta, para cualquier estado proyectado, ordenar en una lista de los posibles
valores segin la simulaciéon de menor a mayor y se realiza el promedio de los
valores mayores o iguales al elemento 1980 de la lista. Esto para encontrar el
valor condicional de la cola derecha y, luego, al realizar el promedio de los valores
menores o iguales al elemento 20 de la lista. De este modo se obtiene el valor
en riesgo condicional de la cola izquierda. El ejercicio consiste en obtener los 20
elementos mas extremos de la simulacion, dado que son los elementos superiores
o iguales al percentil de la significancia o = 99,99 %.

Por otro lado, no porque el promedio se acerque a la esperanza se obtendra
una convergencia del CVaR. En este trabajo interesa especificamente en el CVaR
de la cola izquierda de la cantidad de vehiculos que pagan, o sea, se encuentran
en el estado con cero periodos de atraso. La convergencia del CVaR se visualiza

en la siguiente figura donde se procede a calcular el promedio por periodo de los
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CVaRs conforme se aumenta la cantidad de simulaciones.
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Figura 4.21: Convergencia del CVaR de la cola izquierda para el estado con cero
periodos de atraso.

4.3.3. PERIODO DE CONDONACION 2022

Como se menciond anteriormente, el Instituto Nacional de Seguros no tiene
datos correspondientes al periodo de amnistia del ano 2021 pero si sobre la condo-
nacion del ano 2022. Para poder incorporar este sobre el modelo se deben tomar
en cuenta dos situaciones: una retrospectiva y otra prospectiva. La retrospectiva
influye el manejo del dato con la transicién extrema que sucedié por la condo-
nacion. En otras palabras, la transicién de cada uno de estos vehiculos no debié
suceder bajo circunstancias normales y es por eso que tales placas se excluyeron
de la estimacion de la probabilidad de transicion para el periodo 2021-2022.

Desde el punto de vista prospectivo, se considera que el conjunto de vehiculos
que aprovecharon el periodo de condonacion tendra una morosidad distinta a lo
normalmente acostumbrado. Para esto, a este conjunto de vehiculos se les fijo la

probabilidad observada de pago con lo obtenido hasta abril del ano 2023. Esto
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quiere decir que se fija el pago de estos vehiculos hasta el mes de abril y se asume
que del conjunto de vehiculos condonados no tendran pagos adicionales durante el
resto del periodo de cobro. Esta es una medida conservadora y simultaneamente
realista. Por un lado, se debe tomar en cuenta que asumir que no pagaran mas
vehiculos del conjunto a partir de abril de 2023 es un supuesto realista si se conoce
el hecho de que méas del 85 % de los vehiculos pagan en los primeros 4 meses del
ano. Esto es con el fin de tener el derecho de circulaciéon la mayor cantidad de
tiempo durante el ano. Y se considera conservador dado que en caso de fallar solo
se garantizard un mayor pago de vehiculos lo que aumentara el ingreso por prima,

lo cual mantendria la estabilidad financiera del seguro.
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5 CONCLUSIONES Y

RECOMENDACIONES

Como se observé en las secciones anteriores, se ha logrado disenar un modelo
de cadena de Markov con poblacion abierta que permite proyectar la cantidad de
vehiculos pagados para periodos futuros dentro del Seguro Obligatorio Automotor.
Los resultados son consistentes, pues se logra caracterizar el riesgo sobre el impago
del seguro a la vez que se permite al usuario comprender con mejor medida los es-
cenarios posibles. En particular, la simulacién permite al usuario agregar mejores
herramientas analiticas a los estudios actuariales del fondo; una posibilidad, como
se mencionod anteriormente, es simular un futuro estado de resultados que permita
visualizar que sucede con la utilidad de la linea y verificar si la cantidad de pri-

ma resulta ser suficiente en casos de escasez de pago dentro del sistema de reparto.

Por otro lado, se debe tomar en cuenta que la estrategia de utilizar el método
de learning/testing o los llamados grupos de control, mejora el ajuste y verifica
que efectivamente se esta utilizando un modelo robusto de acuerdo con el con-

junto de posibilidades sugerido por las herramientas estadisticas aplicadas. Estas
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estrategias de ajuste van de la mano con la dindmica de pago y generan una mayor
confiabilidad a la hora de aplicar el modelo.

El ingreso de nuevas poblaciones logra captar la relacién macroeconémica con
la demanda de vehiculos. Es importante recalcar que, si bien el modelo brinda
margenes de ajuste en conjunto con los datos de control, en la literatura se uti-
lizan muchas técnicas y modelos distintos por lo que en el caso de los vehiculos
nuevos se podria agrandar la bateria de modelos para incluir modelos como, redes

neuronales, maquina de soporte vectorial, entre otros.

5.1. LIMITACIONES

Una de las limitaciones mas evidentes es el manejo de las covariables. En mu-
chas instituciones financieras, se asigna a una divisién de profesionales el trabajo
de implementar modelos predictivos especificamente para proyectar variables ma-
croeconomicas. En el caso del Instituto Nacional de Seguros, esta informacién no
se encontraba a mano. Dado que no era un objetivo implementar un modelo es-
pecifico para la inflacion o el tipo de cambio, se utilizo un valor fijo, lo cual es
altamente improbable para variables macroeconémicas. Si bien no es un supuesto
ilégico para la inflacion, dado que en Costa Rica el Banco Central mantiene una
politica de inflacién fija, si lo es para el tipo de cambio en tanto el régimen cam-
biario es de flotacién administrada actualmente. Esto influencia negativamente la
calidad de la proyeccion y ocasiona una subestimacién de los indicadores de riesgo
al disminuir la varianza de las proyecciones. Adicionalmente, se utiliza el supuesto

de normalidad sobre las series de covariables que no necesariamente se cumplen
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en la realidad; la existencia de colas gruesas, por ejemplo, podria aumentar los es-
timados de riesgo. Por lo anterior se debe considerar que las covariables funcionan
unicamente como insumo adjunto dentro del modelo, y en caso de ser aplicado, se
espera un modelo robusto y fundamentado para la proyeccion de las covariables
a utilizar.

Como herramienta adicional se agregé el apéndice C donde se trabaja la infe-
rencia sobre una cadena de Markov. Al inicio del documento se supuso la homo-
geneidad de la probabilidad de transicion y la propiedad de pérdida de memoria
como bases para proponer el modelo presentado. En el apéndice C se describe la
aplicacion de pruebas de hipétesis para estas propiedades y se presentan los re-
sultados sobre los datos. En particular, se rechazaron ambas pruebas de hipdtesis
lo que conlleva a dudar sobre la aplicacion de estos supuestos. No obstante, se
debe tomar en cuenta que la prueba de hipdtesis sobre la propiedad de pérdida de
memoria utiliza intrinsecamente el supuesto de homogeneidad sobre la probabili-
dad de transicién. Esto resulta significativo pues resulta posible que la hipétesis
nula no se rechace si se aplica una probabilidad de transicion no-homogénea. La
aplicacion de una cadena de Markov no-homogénea o la ampliacion del espacio de
estados se delega a una posible futura publicacién y se recomienda valorar estas
posibilidades dentro del esquema del Seguro Obligatorio Automotor.

Otra limitacion observada es que el trabajo no abarca un margen comparati-
vo entre el modelo predictivo actualmente utilizado por el Instituto Nacional de
Seguros y el propuesto. Esto se debe esencialmente a la reglamentacion dirigida
por la Superintendencia (SUGESE) y las politicas internas del Instituto sobre la

publicacién de metodologias de tarifacion en produccién.
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Si bien el Instituto cuenta con una base de datos robusta para la aplicacion de
este modelo, se espera todavia obtener mejores resultados cuando se acumule una
mayor cantidad de transiciones. En particular se recomienda utilizar el modelo
con un minimo de 10 anos de historia. Esto con el fin de que los datos de control
tengan un mejor margen para la caracterizacion de la capacidad predictiva del
modelo y asi mantener una buena estimacién de la probabilidad de transicién.

Adicionalmente, la ejecucion de la optimizacion es un posible punto de critica
ya que se utiliza PSO como optimizador de la funciéon objetivo. Si bien la funcién
objetivo es una funcion complicada en su diseno, se encuentra definida en R — R,
por lo que no es un caso donde usualmente se utilizaria el método PSO. Este
método, en la practica, se utiliza para casos con espacios de busqueda amplios y
multidimensionales. Se utiliza PSO para garantizar que la optimizacion siga fun-
cionando a pesar del eventual aumento de los datos histéricos y dada la posibilidad
de encontrar multiples éptimos locales, ademas de ser utilizado particularmente
como un ejercicio académico dentro de este trabajo.

Finalmente, se concluye que el modelo logra satisfacer los objetivos con posi-
bles productos que otros modelos no lograrian proyectar en congruencia con su

dindmica estocastica.
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6 ANEXOS

6.1. RESULTADOS DE PROYECCION

Estado CVaRg Esperanza CVaR,
0 1034 970,43 1110433,35 1 180 360,76
1 32 646,30 33 599,29 34 528,90
2 44 946,81 45 471,79 45 949,25
3 42 986,75 43 239,73 43 511,70
4 14 609,76 14 697,20 14 777,18
5 19 423,33 19 478,06 19 531,73
6 24 053,78 24 095,40 24 134,30
7 25 914,86 25 946,60 25 974,81
8 24 255,13 24 279,32 24 300,58
9 24 163,78 24 187,31 24 210,17
10 22 390,38 22 411,51 22 430,29
11 20 362,95 20 381,58 20 396,96
12 15 271,65 15 284,91 15 298,00
13 14 060,25 14 077,40 14 093,71
14 10 555,70 10 571,93 10 586,22
15 11 036,92 11 048,67 11 058,70
16 12 964,96 12 975,79 12 984,89
17 13 630,68 13 642,98 13 653,55
18 11 292,26 11 306,71 11 319,22
19 17 238,38 17 255,45 17 271,58
20 8 034,73 8 044,31 8 051,38

Cuadro 6.1: Esperanza y medidas de riesgo proyectados para el periodo de cobro 2024.
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Estado CVaRg Esperanza CVaR,
990 066,88 1 128 781,60 1 256 327,28
32 026,35 34 388,25 36 566,65
26 124,25 26 908,11 27 688,95
42 537,00 43 044,26 43 514,25
4231400  42568,18 4284285
14 507,24 14 597,11 14 677,95
19 352,04 19 410,54 19 469,45
24 006,70 24 051,85 24 095,35
25 878,20 25 912,82 25 945,88
24 206,56 24 236,13 24 263,21
24 131,33 24 159,81 24 186,14
22 368,40 22 392,61 22 414,63
20 342,00 20 364,02 20 382,96
15 231,50 15 251,94 15 269,39
14 040,30 14 061,19 14 080,41
10 547,86 10 565,64 10 581,87
11 027,00 11 041,45 11 053,38
12 951,17 12 965,24 12 977,00
13 601,55 13 618,80 13 634,43
11282,53  11297,62 1131127
17 230,82 17 248,57 17 266,48

I e e e O = Sy Sy S
© 0N CT WO © PO W= O

DO
(@]

Cuadro 6.2: Esperanza y medidas de riesgo proyectados para el periodo de cobro 2025.
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A OPTIMIZACION POR

ENJAMBRE DE PARTICULAS

La optimizacién por enjambre de particulas (PSO por sus siglas en inglés)
es un método computacional que intenta optimizar una funcién por medio de la
mejora iterativa de una posible solucion, con respecto a parametros de calidad
definidos. El conjunto candidato a ser solucion se llama conjunto de particulas,
y el espacio en donde este se mejora se denomina espacio de biusqueda. Al inicio
de cada iteracion, cada particula tiene asignada una posicion y una velocidad, las
cuales cambiaran en funcién de la mejor posicién historica individual, y mejor po-
sicion histérica global, las cuales a su vez se actualizan al final de cada iteracion.
En palabras simples, las particulas se “comunican”, para encontrar el minimo de
la funcién en cuestion. El método de PSO fue propuesto en 1995 por Kennedy
y Eberhart en [Eberhart and Kennedy, 1995] con el propésito de estudiar pobla-
ciones de animales en movimiento, como bancos de peces. En 1998, se presentd
una mejora al método en [Shi and Eberhart, 1998] la cual se toma en cuenta
aspectos de inercia de las particulas. Segin [Eberhart and Kennedy, 1995], este

método es relativamente rapido a nivel computacional, en términos de memoria
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utilizada y velocidad. Las primeras aplicaciones del método fueron empiricas, y
se demostro experimentalmente su buen funcionamiento en pruebas de algoritmos
genéticos, las cuales buscan optimizar una funcion iteradamente por medio de se-
leccién de propiedades deseables en un conjunto de particulas. En [Trelea, 2002],
Trelea ofrece un primer andlisis general de la convergencia del método de PSO,
ademas de estudiar el efecto de distintas selecciones de parametros. En este tra-
bajo, se concluye que la convergencia del método sobre funciones suaves, depende
directamente del nimero inicial de particulas y de la cantidad de minimos locales
de la funcion. Ademas, se presentd evidencia de que la geometria y topologia de
la superficie en cuestién afectan los resultados. Recientemente, en 2017, Reza y
Michalewicz, presentan en [Bonyadi and Michalewicz, 2017] un anélisis exhaus-
tivo del método, en el cual se realizé6 un estudio a fondo de la convergencia y
estabilidad del método y sus variantes, en donde se caracterizaron las ventajas y

desventajas del método, por medio de técnicas de topologia y calculo estocastico.

A.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Esta seccién fue adaptada de [Clerc, 2006]. Se cuenta con un espacio de bisque-
da, el cual es un conjunto acotado. En cada punto de este espacio, se puede evaluar
una funcion, la cual se buscara optimizar un minimo. Este punto se llamara el
optimo global de la funcion. Para optimizar la funcién, el algoritmo PSO define
un conjunto de particulas, las cuales se mueven en cada iteracién. Una particula

consiste de

1. Una posicion dentro del espacio de busqueda
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2. El valor de la funcion en este punto
3. Una velocidad, la cual se usa para determinar la siguiente posicién

4. Una memoria, la cual contiene la mejor posicién (llamada éptimo histérico)
que ha encontrado la particula. Esto es, el punto en donde el valor de la

funcion ha sido minimo.
5. El mejor valor de la funcién histoérico de esta particula

El conjunto de todas las particulas se llama el enjambre. Dentro del enjambre, se
define una topologia (en el sentido de redes), esto es, un conjunto de vinculos que
definen “quién se comunica con quién”. Esto significara que una particula conoce
la memoria de todas las particulas vinculadas a ella por medio de la topologia.
El conjunto de estas particulas informantes se llama su vecindario. En algunas
variantes del algoritmo, los vecindarios no son simétricos (solo hay informacién
en un sentido), ni reflexivos (las particulas no se informan a si mismas). La op-
timizacién en si consiste en dos fases: inicializacién del enjambre, y un ciclo de
iteraciones.

Inicializacién del enjambre: Para cada particula:

= Seleccione una posicién al azar dentro del espacio de busqueda. Evalie la
funcién en cada posicién. Asigne este valor como el éptimo histérico (pues

no hay otro qué escoger).

= Seleccione una velocidad aleatoria. Notese que esta velocidad también in-

cluye una direcciéon de movimiento.
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Iteracién

= Se computa la nueva velocidad, combinando los siguientes elementos:

e Posiciéon actual

e Velocidad actual

. ()ptima posicion histérica

° Optima posicion histérica del vecindario

= Se mueve la particula, aplicando esta nueva velocidad a la posicién actual.

= (Opcional) Se aplica una verificacién de confinamiento. Esto es, se verifica
que la posicién nueva estd dentro del espacio de busqueda. La omision de
este paso se denomina coloquialmente, como el método “déjelos volar”. En

caso de que la posicién quede afuera, se revierte la accion de mover.
= Se evalua la funcién en la nueva posicién.

= Si este nuevo valor es mejor que el histoérico, se actualiza dicho valor. Re-
cuérdese que se debe actualizar tanto la posicion éptima como el valor 6pti-

mo historicos.
El criterio de detencion se puede definir de dos formas:

= Cuando el minimo de la funcién es conocido, entonces se puede definir una
tolerancia con respecto a este valor. En el momento que el valor 6ptimo

global entre en esta tolerancia, el algoritmo se detiene.

= Simplemente se puede limitar el nimero maximo de iteraciones que se rea-

lizan.
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A.2. DESCRIPCION FORMAL

Sea f : R? — R una funcién suave (la consideracién de suavidad se utiliza por-
que se asumira que la grafica de la funcién es una superficie, o més especificamente,
una variedad diferencial). Sea E el espacio de busqueda, £ = Hle[mfni,méxi].
Notese que E es compacto, lo cual asegura la existencia de un éptimo global.

Se define a continuacién,

El nimero de iteracién, como t (de tiempo)

La posicién de la particula i en ¢, como z;(t) € R?

La velocidad de la particula i en ¢, como v;(t) € R?

La mejor posicién histérica de la particula i, como p;(t) € R?

La mejor posicién historica de todo el vecindario de la particula ¢, como

l;i(t) € R4

Se denota al enjambre por S, y se define una topologia (la cual depende de
la variacién del algoritmo que se use), 7(5) C S x P(S), la cual asigna a cada
punto de 7, un subconjunto de S, el cual se llamaré el vecindario de i. En nuestro
caso se tomara una topologia trivial, es decir, el vecindario de cada particula
es todo el enjambre. Una vez que se han definido todos los elementos necesa-
rios para la implementacién del algoritmo, es posible describir precisamente su

funcionamiento.
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A.3. PSEUDOCODIGO DEL ALGORITMO

Este consiste en realizar una iteraciéon en donde cada particula calcula su nueva

posicion, se compara la posicién encontrada y se actualizan las posiciones globales.

Algoritmo 2 PSO

x;: posicion

v;: velocidad

Di: Peso

mp;: mejor peso individual
max;: mejor posicion individual
gp: peso global

gx: posicion global

1: procedure INICIALIZACION
2: for:=1:ndo
v; < 0
mp;, x; < U(0,1) Distribucién Uniforme
mp;, pi < f(z;)
if p; < gp then
gp < pi
gr +— x5

end

10: end

11: procedure ACTUALIZACION
12: while Criterio Libre do

13: fori=1:ndo

14: v; < wv; + U0, 1) (mp; — pi) + @2U(0, 1) (gp — ;)
15: XT; < T; +v;

16: pi < [ ()

17: if p; < mp; then

18: mx; < x;

19: mp; < p;

20: end

21: end

22: end
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A.4. CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD

La siguiente seccién corresponde con algunos de los resultados de [Bonyadi
and Michalewicz, 2017], el cual recopila datos y resultados de publicaciones rela-

cionadas a PSO entre 2008 y 2017.

Sea f : R? — R la funcién a optimizar. El objetivo del algoritmo es

Encontrar ¢ € E C R? tal que Vy € E, f(z) < f(y),

donde E es el espacio de bisqueda, que se toma como una caja! compacta de
dimensién d. En cada iteracion ¢ se actualizan los valores de todas las particulas

de tal forma que

vit +1) = wui(t) + 1 Bi(8)(pa(t) — 2:(1)) + 2 P (L) — (1))

zi(t+1) =x;(t) +vi(t + 1)

zi(t+1), stz (t+ 1)y flai(t+ 1)) < f(pi(t))Vi
pi(t+1)=

pi(t) en otro caso

En donde ¢ y vs son dos nimeros reales positivos fijos para todo el algoritmo
(pardametros de operacion), y R;(t), P;(t) son matrices diagonales d x d, generadas
aleatoriamente, con valores distribuidos uniformemente en [0, 1]. Nétese que las

matrices se generan individualmente para cada particula, en cada iteracion. La

'En realidad cualquier conjunto compacto y convexo funciona como espacio de busqueda
gracias al conocido teorema de Weierstrass
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figura A.1 ilustra graficamente una parte de la situacién.

1R (1) (pi(t) — wi(t))
; @2 Pi(t)(1:(t) — zi(t))

—o

P,

Figura A.1: Las regiones grises ilustran donde ¢1R;(t)(pi(t) — zi(t)) v @2Pi(t)(li(t) —
x;(t)) se pueden encontrar (nétese que en la variante escogida, | = g, pues se trabajé
con la topologfa trivial). Fuente: [Bonyadi and Michalewicz, 2017].

Resulta posible ver que la accion de multiplicar por R consiste en ampliar el
“rango de busqueda” de la particula, para tener mas posibilidades de encontrar un
6ptimo. Debido a la naturaleza estocastica del algoritmo, resulta necesario definir
convergencia en una medida de probabilidad. Es decir, se dira que el algoritmo

converge a un punto X (en probabilidad), si
Ve > 0, tlim P(lz(t)— X| <e) =1,

donde P es la medida de probabilidad. Es de notar que en este caso, es perfecta-
mente posible que haya convergencia. Se ha observado que para algunas escogen-
cias de w, 1 y 9, producen velocidades que tienden a infinito. A este fenémeno
se le llama explosion del enjambre, lo cual ocasiona que las particulas abando-

nen F. Este fenomeno no puede ser simplemente resuelto con la verificacion de
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confinamiento, pues esto podria provocar que un alto porcentaje de las particu-
las se detengan. Por lo tanto, es importante definir cotas de convergencia para los
parametros de operacién. Esto es especialmente dificil para enjambres grandes, por
lo que solo se conocen soluciones empiricas para enjambres de pocas particulas, o

alternativamente, enjambres numerosos, pero que ignoran los factores aleatorios.
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B MEDIDAS DE DEPENDENCIA

En muchos casos es necesario obtener una medida de dependencia sobre di-
ferentes series de tiempo. Més ain, cuando se asume: dadas las caracteristicas
naturales de algunas series, una causalidad evidente entre ellas. A medida que se
verifican estas implicaciones es importante utilizar herramientas descriptivas que
facilitan la descripcién de esta relacién como posible causa y efecto. Existen dife-
rentes medidas para caracterizar dependencia, por ejemplo, en [Nelsen, 2006] bajo
el contexto de cépulas donde se desea ajustar distribuciones conjuntas a vectores
aleatorios, se utiliza la 7 de Kendall o bajo circunstancias més clasicas, donde se

utiliza el Coeficiente de Correlacion de Pearson.

Cuando se trabaja con una serie de tiempo es probable que en muchas oca-
siones se requiera observar si el propio pasado de la serie influye su futuro y para
esto se utiliza la autocorrelacién; no obstante, exploraremos en primera instan-
cia conceptos anteriores que nos permitiran comprender con mejor medida este

principio. Esta seccién fue tomada de [Shumway and Stoffer, 2000].

Definicién B.1. La funcién de autocovarianza se define como el producto del
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segundo momento, esto es:

Va(s,t) = cov(s, x0) = El(ws — pis) (w1 — pu)]

para todo s y t. Se aclara que p; = Elx,] v e = E[xy].

La funcién de autocovarianza pretende medir la dependencia lineal entre dos
puntos del tiempo observados de la misma serie. Por ejemplo, la funcién de au-
tocovarianza de una media movil de tres puntos v; con ruidos blancos w; y pesos
uniformes corresponde a (s, t) = cov(vs, v;) = cov({ws—1+ws+ w1}, g{wi—1 +

Wy + Wey1}).

Si s =t tenemos que:

1
(¢, t) = §cov({wt,1 + wy + w1}, {we—1 + wy + wi })
1
= §[cov(wt_1, Wy—1) + cov(wy, wy) + cov(Wiyr, Witq)]
3 5
== §Uw'

Sis=t+1,

1
Yt +1,t) = 5001}({wt + Wit + Wipa by {wi1 + wi + wiga })

1

= §[cov(wt, wy) + cov(wyyq, wii1)]
2

= —0'2

9
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Y en general, obtenemos:

o2, sis=t

2 2

50., si|s—t|=1
V(s,1) =

so2, si|s—t]=2

0, sils —t| > 2

\

Como en la estadistica clasica, resulta mas conveniente asociar la medida de
dependencia a un valor entre —1 y 1, por lo que se procede con la siguiente

definicién.

Definicién B.2. La funcién de autocorrelaciéon (ACF) estd definida como,

v(s,t)
v(s,8)y(t,t)

p(s,t) =

Intuitivamente, el ACF mide la predictibilidad de una serie en el tiempo t,

donde t > s. Es sencillo demostrar mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz!

que —1 < p(s,t) < 1.

Ahora, notese que en el ejemplo anterior en realidad las variaciones para los

posibles valores para la funcién de covarianza depende practicamente solo de la

diferencia entre s y t. Esto conlleva a una propiedad de las series estacionarias?.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que |y(s,)|? < (s, s)y(t,t)
2Se recomienda consultar [Shumway and Stoffer, 2000] para obtener la definicién formal de
estacionariedad estricta.
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Definicién B.3. Una serie con estacionariedad débil x; es un proceso de va-

rianza finita el cual:

= tiene una esperanza constante a lo largo del tiempo E[x;] = s = p y

= la funcién de autocorrelacién depende exclusivamente de la diferencia entre

los tiempos, o sea, |s — t|.

Entonces la definiciéon para funcién de autocovarianza puede variar para los

casos con estacionariedad débil, en donde:

Y(h) =t + N, t) = cov(zin, 1) = Bl(zein — p) (2 — )]

y note que h = |s —t|. A partir de este punto no es necesario mantener que s < t
dado que ¥(h) = 7(—h). De hecho solo resulta de interés en el caso donde h > 0.
En el ejemplo anterior, obtendriamos una funcién de autocorrelacién de la

siguiente forma:

§
3 Cp
5, sih=0
%, sih=1

p(h) =
1 Cp
5, Ssih=2
0, sih>2

\

Y es a esta funcion la que se llamaré la funcién de autocorrelacion simple para
el caso general. Por otro lado, ya se encuentra en condiciones de calcular el ACF
para un proceso un poco mas ttil, un MA(q). Nétese inicialmente que si z; es un

MA(q) entonces E[z,] = > 7_0;E[w;;] = 0, donde 0y = 1.
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Teorema B.4. La funcién de autocorrelacion simple para un proceso MA(q) es:

—h
20 05%5+n

1467 4--+62 sil<h<gq

p(h) =
0, st h>q

Esto es de vital inportancia para la modelacion ya que el ACF brinda mucha
informacién sobre la posbilidad de que un modelo sea o incorpore un MA(q) por

ejemplo:

1.0

0.0

lag

Figura B.1: Ejemplo de ACF para un MA(2). Fuente: [Shumway and Stoffer, 2000].

Noétese que a partir de h > 2 se tiene que p(h) = 0.

B.1. AUTOCORRELACION CRUZADA

Cuando se obtienen diferentes series, una nociéon de estacionariedad todavia

es aplicable.

Definicién B.5. Dos series x; y y; se dice que son conjuntamente estacionarias
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si son estacionarias y su funcién de autocovarianza cruzada solo depende de

h, esto es;

Yy (h) = cov(Tpin, i) = EBl(Tryn — pa) (Ve — )]

Del mismo modo podemos definir la funcién de auntocorrelacion cruzada.

Definicién B.6. La funciéon de autocorrelacién cruzada de dos series conjun-

tamente estacionarias es;

Vay (D)

pett) = )

Es importante recalcar para este caso tenemos que no necesariamente se cum-
ple que pyy(h) = puy(—h). De hecho, la eleccién del signo para h implicard en
cual serie se prevé como la independiente y cual dependiente o cual preside y cual

responde.

B.2. AUTOCORRELACION PARCIAL

De igual manera como sucedié en el teorema B.4, se busca encontrar una opcién
para el AR(p) que brinde una interpretacién similar de cara a la implementacién.
Para motivar este concepto considere un modelo AR(1) entonces x; = ¢x;_1 + wy.

Y

Ve (2) = cov(y, x1—2) = cov(pri_1 + wy, T4—2)

= cov(¢*T—s + OTi_1 + Wy, T4—2) = ¢*7,(0)
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este resultado visualiza la dependencia sobre z;_5 ya que x;_» involucra a {w;_o, w;_3, . . .

quienes no estan correlacionados con w;_; ni w;. La correlacién entre x; y z;_s no
es cero como lo es en el caso de un MA(1). Esto se debe a que xz; es dependien-
te de x;_o por medio de x;_;. Suponga que logramos eliminar esta dependencia
implicita quitando parcialmente x;_;. Para esto se podria observar la correlacién
entre xy — ¢xy_1 y x4_o — ¢x;_1. De esta manera, se eliminaria la dependencia

lineal implicita y de hecho se tiene que:

cov(Ty — PTy_1, Ty—o — Gxy_1) = cov(wy, Ty_o9 — px4_1) = 0.

Entonces la herramienta que se posee es esta autocorrelacién parcial que elimina

la correlacién lineal implicita entre dos puntos en el tiempo de un modelo AR(p).

Definicién B.7. La funcién de autocorrelacién parcial (PACF) de un proceso

estacionario x; denotado por ¢, para h =1,2,...,es

11 = corr(ziy, zy) = p(1)

Onh = COTT(l’Hh — Tyqh, Tp — i't)

con Typp = S1Tiph—1 + BoTisn—2 + -+ + Brho1Tit1-

Se observa que el caso general Z;,; es la combinacion lineal de retrasos de
xs, la misma que se utiliza en la regresion lineal clasica, la que minimiza el error

cuadratico medio. Por lo que efectivamente elimina la dependencia lineal. Por otro
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lado, en el caso especifico de cuando se tiene un modelo AR(p), se llega al siguiente

resultado.

Teorema B.8. Si x; corresponde a un modelo AR(p) y h > p, la regresion lineal

de Tyyp sobre {xy 1+ -+ xp_1} es,

P
T = Z PjTtth—j
j=1
Onn = corr(Wypp, xp — &) = 0.

Ahora, al tomar un caso fijo como lo serfa un modelo AR(2) con ¢; = 1,5y

¢o = —0,75 se obtiene el siguiente ACF y PACF.

= S |
w uw
(=3 ‘ S
w L
O o
<= ||H||'H-:|1- &S
uw u
(== By o
] I
T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
lag lag

Figura B.2: Caso fijo como lo serfa un modelo AR(2) con ¢1 = 1,5 y ¢2 = —0,75.
Fuente: [Shumway and Stoffer, 2000].

Entonces, concluyendo con los resultados obtenidos en B.4 y B.8 se desprende
que cuando se observa un corte cuando h = ¢ en el AC'F los datos sugieren la

utilizacién de un modelo MA(g) mientras que cuando sucede lo mismo en el PACF
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cuando h = p entonces los datos sugieren la utilizacién de un AR(q). De donde

se obtiene el siguiente cuadro resumen.

AR(p) MA(qg)
ACF Disminuye sinusoidal | Se corta en h = ¢
o estrictamente
PACF Se cortaen h =p Disminuye sinusoidal
o estrictamente

Cuadro B.1: Resumen para la interpretacién del ACF y PACF.

B.3. ESTIMADOR DE DURBIN- WATSON

Continuando con la descripcion de medidas de dependencia, una medida muy
utilizada en el contexto de series de tiempo es el producido por Durbin y Watson
en [Durbin and Watson, 1951], denominado como Estadistico d de Durbin- Watson
en la literatura. Esta seccién fue adaptada de [Gujarati, 1995].

El estadistico d de Durbin-Watson se define como:

J— D i€ —éi1)?

2

> i1 €
que es simplemente la suma de la diferencia de los residuos consecutivos al cua-
drado entre la suma de los residuos al cuadrado o RSS. Una ventaja de este
estimador es que esta definido sobre los residuos estimados los cuales son ruti-
nariamente calculados con regresiones lineales. Dada esta caracteristica, fue por
mucho tiempo facil agregar el estadistico d a los resimenes provenientes de pro-
gramas que ejecutan regresiones lineales al igual que el R? o el R?—Ajustado y el

estadistico F'. Es importante recalcar que se asume que los residuos ¢; tienen una
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distribucién normal.

La distribucién exacta del estadistico d es dificil de determinar dado que los
residuos ¢; son dependientes de las variables covariables de la regresién. Por lo
tanto, a diferencia de los estadisticos, ' o x?, no hay un punto critico inico para
aceptar o no la prueba de hip6tesis. Por suerte en [Durbin and Watson, 1951] se
logré solucionar este problema identificando umbrales dependientes del nivel de

significancia « para la toma de decisiones, en el caso de autocorrelacion positiva;

» Sid < dp,, existe evidencia estadistica de que los términos de error estan

autocorrelacionados positivamente

» Sid > dy,, no hay evidencia estadistica de que los términos de error estan

autocorrelacionados positivamente.
» Sidp, <d<dya, laprueba no es concluyente.

Para el caso de la autocorrelacion negativa se tiene que:

» 5i4—dp, < d, existe evidencia estadistica de que los términos de error

estan autocorrelacionados negativamente.

» 5i4 —dy, > d, no hay evidencia estadistica de que los términos de error

estan autocorrelacionados negativamente.

» Sidp, < (4—d) <dya, la prueba no es concluyente.

Atin mejor: los limites dy, o y dy se estiman a partir de la cantidad de obser-

vaciones y cantidad de covariables y no de los valores explicitos de estas.

102



Figura B.3: Esquema de umbrales Durbin-Watson. Fuenste: [Gujarati, 1995].

La razon de que el estadistico d se comporta de esta manera se puede observar

en la relacién que este tiene con el coeficiente de autocorrelacion B.2. Note que

n A A
d_27,2 1+21211 221':262'61'71
: i€
i=1 i
como Y &, éry >, € | solo se diferencian en una observacién, son aproxima-

damente iguales. Por lo tanto, "1 , €7 ~ > 1" , €7 |, lo que implica que;

d~2 [1 - —Z’i% Eiﬁél]
22‘:1 €

o Zz 26162 1

tomando en cuenta que p(1) = i, entonces;
i=1 "%

d=2[1—p(1)]

tomando en cuenta que —1 < p(h) < 1, Vh € {1,...,n}, se puede deducir que;
0 < d < 4. De este modo, si p(1) = —1 se evidencia una autocorrelacién negativa
y d ~ 4. Lo mismo si p(1) = 1, se tendria que d ~ 0 con autocorrelacién positiva.
En caso de tener pocas observaciénes bastaria con desestimar la autocorrelacién

si d se encuentra lo suficientemente cercano a 2.
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C INFERENCIA SOBRE LA

CADENA DE MARKOV

En la literatura cuando se observan aplicaciones de Cadenas de Markov es
comun que se asuman propiedades importantes para la estructura de la cadena.
En el actual trabajo se asume la propiedad de Markov o pérdida de memoria y la
homogeneidad de la probabilidad de transicion. En esta seccion se describiran las
pruebas de hipotesis a realizar y se discutiran los resultados sobre el conjunto de
datos para el cual se aplicé el modelo propuesto.

Es en [Anderson and Goodman, 1957] donde se realiza un recorrido exhaustivo
sobre los estimadores de méaxima verosimilitud y la distribuciéon asintética para
las probabilidades de transicién. En particular, se aclara la utilizacién de pruebas
de hipétesis x? sobre las probabilidades de transicién que rechacen o no hipétesis
nulas referentes a la propiedad de Markov y la homogeneidad. se debe notar que
en esencia se realiza una prueba de independencia en donde se desea caracterizar
la distancia o similitud que existe entre dos conjuntos de probabilidades.

Manteniendo la notacién de la seccién 3.1, se utilizara el conjunto de datos

completos M. Aqui, m € {1,---,|M|—1} lo que, en otras palabras, serfa la canti-
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dad de periodos observados. La cantidad de vehiculos observados transicionando
en el periodo m al periodo m + 1 del estado i al estado j es 9/ (m) y ;(m) la

cantidad de vehiculos que se encuentran en el estado ¢ en el periodo m. La proba-

bilidad observada para la transicién corresponderfa a P7(m) = ZJ ((:)) =5 ﬁg(ﬁ)( )
i keg Vi M

y PY(%) la probabilidad de transicién definitiva.

Homogeneidad de la Probabilidad de Transicion:

Se desea realizar una prueba de hipotesis para la cual la hipdtesis nula co-
rresponde a Ho : P/(m) = P(4) y la hip6tesis alternativa H, : PI(m) # P! (%),
para todo m. Notese que en caso de no rechazar H, se tendria que la probabilidad
para cada periodo Pz (m) no depende de m, lo que sucede bajo el supuesto de

homogeneidad. Se debe tomar en consideracion que:

m - [Pl PiG)]

ZZ Pl(7)

Donde x? tiene (a; — 1)(b; — 1) grados de libertad. Aqui, b; = |B;| para B; =
{j : P(3) > 0} y a; = |A;| donde A; = {m : &;(m) > 0}. Para este caso resulta
notable que solo se esta realizando la prueba de hipotesis sobre un estado i fijo

que podria ser de particular interés para el usuario. En general,

m - [Plom) B3]
Pi(3)

2

=3 ZZZ

(C.1)

y para este caso x? tiene Y _;(a; — 1)(b; — 1) grados de libertad. De este modo, al

comparar el estadistico con el valor critico utilizando un o = 0,05 se conocerd si
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hay rechazo de la hipétesis nula.

Propiedad de Markov o Pérdida de Memoria:

Se busca caracterizar la diferencia que existe entre la probabilidad de transicién
condicionada a lo sucedido para dos periodos anteriores, P [A,, = k|A,—1 = j, A2 = 1]
con la probabilidad de transiciéon P [A,, = k|A,,_1 = j]. En este caso se debe tomar
en cuenta que el indice del tiempo observado m debe ser modificado para man-

tener la consistencia en la estimacién, entonces; m € {1,--- ,|M| — 2}. Denote

por @fj (m) la cantidad de vehiculos que se observan en el periodo m en el estado
7, en el estado 7 para el periodo siguiente y en el estado k en el periodo m + 2.
Ahora, se denota la probabilidad observada de llegar al estado k£ condicionada a

la trayectoria (i, j) como

S 0 m) _ %, 0h(m)
Yaom) o

.
P! =

La hipotesis nula es H, : 135] = f’f(*y) y la hipotesis alternativa corresponde a

. Pk £ Pk(A : oo A
H, : Pj; # Pj(4). Entonces considere que para un estado j fijo se tiene:

. ~ —~ 2
ol [P - PEH)|

2 4 75 _ N
E R

Aqui X3 tiene (a; — 1)(b; — 1) grados de libertad, donde a; = |A;| donde A; =

{j: 0" >0} y b, =|B,| donde B; = {k : f’f(‘y) > 0}. En general, para todos los
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estados se tiene que:

. —~ ~ 2
e o [Pl = Pi(y)]
A=Y =000 S

ik Pj(’V)

J

Aqui la variable x? tiene ».(a; — 1)(b; — 1) grados de libertad.
Al utilizar ambas pruebas de hipdtesis sobre el conjunto de datos completo M

y sobre todos los estados se obtienen los resultados presentados en el siguiente

cuadro.
Prueba de Hipétesis  Grados de Libertad X2 X2 Rechazo de H
Homogeneidad 146 31485,15 175.1976 Si
Pérdida de Memoria 34 47367,29 48,60237 Si

Cuadro C.1: Resultados de las pruebas de hipétesis x? de homogeneidad y pérdida de
memoria. Se utiliza un a = 0,05 como significancia para el valor critico.
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