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Introduccidn

Los métodos clisicos que se utilizan en el campo de Resis
tencia de Materiales se apoyan en los recursos del cllculo in
tegral y diferencial, logrando asi, por lo general, resolver
los problemas planteados.

En este trabajo mostraremos como aplicar la Teoria de Dis
tribuciones a este campo especifico, permitiendo enfocar el te
ma de una manera mis elegente, correcta y darle una solucidn

satisfactoria.

En 21 capitulo I se ha hecho un resumen de los elementos
bdsicos de la Teorfia de Distribuciones, {inicamente lo necesa_

rio a utilizar, para darle continuidad al trabajo y gue este

forme una unidad.

En 21 capftulo IT se hace un bosquejo de la teoria de Re
sistencia de Materiales y el modelo planteado para el an8lisis
de la viga eléstica es aceptado, ya que las idealizaciones he

chas no afectan sensiblemente a la v8lidez real, como lo ha de

mostrado la practica.

El cfpitulo IIT, muestra una forma mds elegante, correcta
y rédpida para la solucidn de la ecuacidn fundamental de la vi

ga elédstica, usando Distribuciones. Tambien se obtienen algu



nos resultados al margen como una interpretacién fisica para
la distribucidbn §'.

Con este enfoque, resolveremos algunos problemas para las
vigas estdticamente determinadas, pero para apreciar la fuer
za y belleza del método, analizaremos vigas estéticamente in

determinadas.

Un trabajo completo sobre este tema nos llevaria a escri__
bir todo un tratado sobre Resistencia de Materiales con este
enfoque, cosa que no hacemos, pero mostraremos que la Teoria
de Distribuciones es la que debe utilizarse para darle solu_
cibén a los problemas planteados en este campo y sobre todo,

correcta desde el punto de vista matem&tico.



CAPITULO I

ELEMENTOS DE LA TEORIA

DE DISTRIBUCIONES



Capitulo I

.l espacio vectorial D

Lotudiaremos un subespacio vectorial de las funciones con valores
- Pl | n . . s

~omplejos definidas sobre TR™; dicha funcién de x ¢ IRn es tam

Lien de n  variables reales Ky, Koy aeey X

“.i Definicibn

Sea f: R"~ C; se denotard por x = (xl, Koy vens xn)

n
a un elemento de IR™.

Sea A = {x e IRn/f(x) # 0}. Se llama soporte de £ y

se designa por Sop f al conjunto A,

Ubsérvese que la funcién puede ser nula en algunos pun-
tos del soporte. Es inmediato que en el conjunto comple
mentario del soporte f es un conjunte abierto, po¥ lo
lanto, si f£(x) se anula en un punto x de este conjun-

to, £ es idénticamente nula en un entorno del punto.

Naturalmente, A no es el mismo para todas las funciones.
Para cada funcién sop f es el conjunto cerrado més pe-

quefio, fuera del cual £ es nula.



Definiremos ahora el espacio bdsico de la teoria, que co-

mo se verd luego, es un espacio vectorial.

Definicién

_ . : i n
Denotaremos por D el conjunto de las funciones de R
en ¢, infinitamente derivables con soporte acotado (i.e.

con soporte compacto).

Proposici6n
D #£ ¢
Mostraremos que en D hay al menos una funcién,

Demostracién:

L s =] 2 %

-

Si n =1, la funcién Qx) =

1 .
exp(- ——) si |x[<1
1 - x '
se observa que su soporte es el intervalo |x| g l'que es
ann compacto. Es infinitamente derivable para |x| > 1
puesto que ahf la funcién es nula y para |x| <1 también
por ser la funcién exponencial, Falta examinar el com -

portamiento de Q en la frontera del soporte de Q. Es

decir en |x| = 1l Mostremos que es derivable en x = 1.



La derivada por la derecha de 1 es 0. Calculemos el 11-

mite de la derivada por la izquierda:

1 2x
- exp |- > 0
( 1—x2) (l-xz)2 x~1

En forma andloga se demuestra que Q es derivable en
x = -1. Generalizando para n dimensiones se tiene el
ejemplo andlogo:

0 si r
' [ n
Q(x) = donde ¥ = || = b ){2

exp (- I——l—f} si r<l1
- X%

W
’.—I

como lo designamos al principio, D denota un subespa -
cio vectorial de las funciones con valores complejos de-

e n
finidas sobre IR,

Proposicion

D es un espacio vectorial.
DemostracioOn:

Bastard probar que D es un subespacio del espacio vec-
torial (sobre IR o0 €) de las funciones indefinidamente

derivables de R"™ en ¢.



L

De donde resulta que, si Ql’ Q2 e D, entonces Ql + Q2

¢ D, ysi e R ot y Q e D entonces A Q € D,
Nota 1:

D es incluso un algebra (o un anillo) para la multipli-
cacién puntual puesto qué si Q;, Q, & D, entonces

(21 ) (22 ¢ D:

Y puede generalizarse aGn mis, ya que si Qe Dy ¢y es
una funcién indefinidamente derivable con soporte no ne
cesariamente acotado, entonces Q . Yy € D y el soporte
de Q . ¥ estd contenido en la interseccién de los so -

porte de Q y de ¢.

Otras consideraciones que es conveniente tener presentes

son las siguientes:

Proposicién

Sean Qq, Q2 e D, ao# Q.

a) Sop(Ql + QZ) C Sop Ql u Sop th

b) Sop a Ql = So0p Q1~

c) Si Q e D(r), Sop Q' CSop Q i.e. (Sop Qc ( sop Q'.
DemostracioOn:

a) Sea A= {xe IR"/ (Q + Q) (x) # O}.



b)

Sea x & IR® tal que (Q1 + Q) (x) # 0

Q1 (®) + Qp(x) # 0 == Qu(x) £0 o

Qy(x) # 0 = X € Sop Qqy o x € Sop Qy

== x ¢ Sop Q) U Sop Q, .. Sop (Q; + Q) C

Sop Q; U Sop Qy.

En la afirmacién anterior no hay igualdad porque si

Qy tiene soporte finito y Qy = -Qq, la suma no tie-

ne soporte finito.

Sea A = Sop QC IR". Sea x ¢ Sop a Q. Existe

(Xn) tal que Q(xn) # 0y lim X,
n++e

Q(xn) #F 0 = X € Sop Q@ (que es cerrado) =——

I

X B

lim x_ e Sop Q == x e Sop Q
n
n--too

Sep & Q = Sep Q.



c) Sea x e Csopg == x¢ SopQ = Q(x) =0
== existe £>0 tal que B,(Xlg) c C sop Q =—=

paia tode 'k e B(k,5), Qlx) = 0, Sea X, € B(X’E)

Q(x ) - Qlx,)

! — 1 . =
Q' (x,) i}’rg B pile ) = 0.
Q(.xo+h)
Q'(xo) = iig AR Si X, € B(xo,g), existe

h e R tal que B(x,, h) C B(x ,E) == Q(x+h)
=0 =R (e =0 ==%i x g 0 sop Q'

C sop Q@ e U sop B,
n la definicién 1l-2 se dio un espacio bédsico de la teo
ria de distribuciones, el cual no es fGnico,
Def £aicidnm

Se leznota por D™ el espacio de las funciones complejas
definidas en IR™ con derivadas continuas hasta el orden

m y de soporte compacto,

4 LN In . .
Se definiri ahora una topologfa sobre D" y D, i.e,, defi
niremos las sucesiones convergentes en cada uno de estos

espacios,

Definicibn

. s 4 m
a) Se dice que una sucesi6én de funciones de D conver-

. mn .
ge, cuando n -+ +«, a una funcién de D7 si.



)
e

=

1) Si todos los soportes de Qn estin contenidos

en un misme conjunto acotado (independiente

de n),

2) Si las derivadas de cada orden k, 0 < k g'm

de las Qn convergen uniformemente a las corres

pondientes derivadas de Q.

b) En D: la misma condicién 1), y en 2), se exige la

convergeéncia uniforme de las Q, 2 las correspondien

tes derivadas de Q.

Definicibn

El espacio D definido anteriormente, se denomina el es
pacio de las funciones de prueba; ¢l espacio DT es el es

pacio de las funciones de prueba de¢ orden m.

Obsérvese que tanto en D o D" no se exige la conver -
gvencia uniforme a la vez para todos los 6rdenes de deri-
vacién, sino solamente la convergencia uniforme para ca-

da orden de derivacién tomado por separado.

Definicibn

Se llama una distribuci6n T, a una aplicacién lineal con
tinua de D en €. Una distribucién de orden m es por

. . ; m
lo tanto una funcional lineal y continua sobre D



_ {ie

En otras palabras, una distribucién es un elemento del es
pacio dual D* del espacio D. Esto significa que a todo
Q e D, T le asocia un nimero complejo T(Q), que también

se denota por < T, Q>,

Las propiedades b4sicas de las distribuciones serédn, por

lo tanto:
a) <@ TH b=y Q== 3 =T, >+ DHw J,70%

b) &1 1im Qn = Q (en D),-entonces Ll g T, Qn > =< T,
Q > se puede ver que las distribuciones formanen si
un espacio vectorial D' que a su vez es una parte
del espacio D*. dual de D, conjunto de todos los fun
cionales linealeg, continuos o mno, sobre D. Se pue
de demostrar, usando el axioma de eleccién, la exis
tencia de funciomales lineales discotinuos sobre D;
pero ﬁo se puede citar explicitgmente uno solo, y es

poco probable qye se presente en la préctica.

Obsérvese que tqda distribucién de ordemn m es dis

tribucidén de O6rdenes inferiores.

10 £jemplos de distribuciones

Tz Una funcién f se dice localmente sumable cuando

es sumable en cualquier conjunto acotado.



-

Dada la funcién £ localmente sumable, definimos

la distribucién (de orden cero) f por la relacién:

s T,/ 8 33= %, @3 = f(x) Q(x) dx

fn
La integral se extiende Gnicamente sobre el sopor-
te de 9, en dicho conjunto, Q es continua y fA es
sumable; por lo tanto f Q es sumable. Es inmedia
to que la funcional asi definida es una funcional

lineal de Q; también es continua pues si las Q

convergen hacia Q en DO, convergen uniformemente
hacia Q en el conjunto K que contiene todos los

soportes, y se tiene para n > ng:

|<£,Q>-<£,Q >|g é | £GOf Q%) - Q (%) |dx <

SOl E(x) |dx = EL.
K

Es decir, se cumple < £, Q > = lim < £, Qn >,

Observemos que dos funciones iguales casi por do -
quier definen la misma distribucién y se puede pro
bar la reciproca: si dos funciones definen la mis
ma distribucién, son iguales casi por doquier. Por
esta razén y también por el hecho de que existen

funciones como la x“1 que no definen distribucio -

nes, vemos que las funciones no son estrictamente
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a8

un caso particular de las distribuciones, sino que
generalizan el concepto de clases de funciones lo-
calmente sumables, dos funciones pertenecena lamis

ma clase cuando son iguales casi por doquier.

Otro ejemplo es la distribucién de Dirac § defini-

da por la férmula:

<8, Q> = Q)

La distribucién §(a) en el punto a de R esta

definida por:
<8y Q2= Q(a)

Es inmediato que asi se obtiene una funcional 1i -
neal y continua sobre D° las distribuciones son,

por lo tanto, de orden cero.
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Derivaciébn de distribuciones

Con la generalizacién hecha por Riemann del concepto de inte-

gral, se plante6 el problema de saber si subsistfa la corres-

Pondencia bé4sica entre los conceptos de integral y funcién

primitiva que se obtiene para las funciones continuas, y que

es la base del cdlculo integral.

El problema de la correspondencia entre integral y primitiva;

nos limitaremos a citar dos resultados importantes para las

funciones de una variable.

Teorema

X
Si £ es sumable en (a, b) y si ponemos F(x) = £ Plxld:

F(x) es continua en todos los puntos de (a,b) y en

dicho intervalo se tiene F'(x) = £(x) casi por doquier.

Teorema

Si f(x) es acotada y es la derivada casi por doquier de
F(x) en (a, b), f es sumable en (a, b) y se tiene para

todo x de (a, b):

[* £(x)dx = F(x) - F(a).
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Tomemos una funcién £(x) de una variable que es una inte
gral indefinida. Por el teorema 1.11, £(x) es continua

y su derivada f'(x) existe casi por doquier, siendo ade-
mas sumable; £ y f' son entonces distribuciones y vamos

a ver qué relacidn existen entre ellas.

Apliquemos f a una funcién de prueba (ver definicién
1.8), como @ es una funcién de soporte acotado, apli; -

cdndole integracidén por partes y teniendo en cuenta due

lim Q(x) = 0 tenemos el siguiente resultado:
e too
oo 400 +

[oE'T(®) Q)dx = |Qx) £ _, - L, f(x) Q' (x)dx

I

. OO

flx)y OV dy

Es decir, tenemos la relacién
g Lo ] =y & - e i
<t 3 Q> = - <£: Q >

Pasando ahora al caso de varias variables, aplicando el
teorema de Fubini y repitiendo la integracibén por partes
23 Q>= - < £, %g~»>
*4q
que se conserva si en lugar £ ponemos una distribucién

cualquiera T lo que nos conduce a adoptar la siguiente

definicidn:
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el =

Definicién

La derivada %g— de una distribucién T es la funcional

i
lineal y continua definida mediante la relacién

Hay que probar que esta relacién define una funcional

lineal y continua.

Cualquiera que sea Q de D, 49 pertenece también a D,
luego la funcional estd definida en todos los puntos

del espacio D; es inmediato que es lineal; también es
continua; en efecto, supongamos que las Qn convergen

hacia Q en D, por la definicién de convergencia en D,

6Q
también las 0 convergen hacia Lt en D, luego los
Sxi 6xi
§Q ;
ntmeros < T, an > convergen hacia <T, g%u > ¥y, por Lo
i i
tanto, la sucesién numérica < %g—, Qn> tiene como limite
i
6T

< §x-» Q@ >, como las funciones de prueba son infinitamen
1
te derivables y admiten también la inversién del orden

de sus derivadas tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema

Toda distribucién es infinitamente derivable y se puede

cambiar el orden de las derivadas.
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La propiedad de la derivabilidad, es una de las m4s im -
portantes entre las propiedades de las distribuciones ,en
particular, una funcién es siempre infinitamente deriva-
ble en el sentido de las distribuciones; si es una inte-
gral indefinida, la derivada en el sentido de las distri
buciones coincide con la derivada en el sentido de las

funciones, pero en general no serd asi, puede suceder

que la derivada en el sentido de las funciones no exista
0 que exista-y sea distinta de la derivada en el 'sentido
de lasAdistribuciones, como puede verse en el caso si -

guiente.

Ejemplo

Consideremos como T 1la funcién de Heaviside Y, igual a

cero para x < 0, a I pata Xk > G, 1.

U O S Y
Y= =

N St = 0 1

g g

tenemos que
£« ¥,Q > [ZwY(x) Q(x)dx
de donde
<Y, Q> =-<Y, Q> =- [y(x) Q(xdx = - Cfdoodx=

- Q|7 = Q).
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Luego < Yile, Q> = <& , 0>
Generalizando este concepto, llamaremos a o, "salto" de la deriva-
da n-ésima para x = 0, es decir, la diferencia: "limite por>la dere-
cha menos el limite por la izquierda". Llamaremos f', £V, . , a
las derivadas de f tomadas en el sentido de las distribuciones; y a
{(£'y , {f"r, . . . , a las distribuciones representadas por las
funciones iguales a las derivadas iguales para x >0 y %X <0 y

no definida para x = 0.

Por ejemplo; si £ W BV = & Y YY) = 0.
Tomemos a f en el sentido de las distribuciones y apliquemosle a

una funcidn de prueba (ver definicién 1.8 )

<F',Q> = - < £,Q0 > = - SR Qx) dx
= -0 £ Q'(x) dx - £+°°.f(x) Q' () dx
= - £(07) Q(0) + [2 £ (x) Q(x) dx
5

£(07) Q(0) + £+°°f'(x) Q(x) dx

o, QO + [TETx) Qx) dx

% E %o ®

Se ha demostrado, en parte, el siguiente teorema:



1.16 Tecrema
Sea f una funcidn infinitamente derivable (en el sentido habitual
de la teoria de funciones) para x < 0 y para x > 0 tal que cada
una de sus derivadas tenga un limite por la derecha y un limite por

por la izquierda para X = 0. Entonces:

-
i

3 N
= {f'} +c% &

7oz {fn} 4 005v + 016

hY
£ o ey +005n“1 AL S

1.17 Ejemplo
En particular tenemos que:

§
[+

Y'(x) =

]

<8',Q>= -QUO

<™ [ qs= D ™o .

1.18 Definicidn
Dada una distribucidén T, se llama trasladada de T, por la

traslacidn "a" y se denota por TP as

< taT, Y > = <T , Yp(x+ta) >
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Definicidn .. ! pioducto de convolucidn

El concepto de¢ producto de convolucidn (tambien denominado
producto de composicidn y producto integral) es de gran im
portancia en =1 anldiisis matemdtico clisico en el que se a
plica a dou funciones. Su extensidn al caso en que los fég
tores son dictribuciones, permite ampliar su alcance y a
plicar y «impliticar aspcctos de la teoria.

Considercuc.; dos espacios euclideos, el X de dimensidén m y
el Y de dimensidn n. Ll espacio producto de X por Y es el
enpacio 4 de «dimensido mbo,

Dos funciones 1(x) v gly) definidas respectivamente en . los
eupaelor o8 ¥ odeddese ks tunecidn hizx,y) = fi{x)-gly) en

el espdelo 24 que se Jdenomina producto tensorial f 8 g de

fan funciones 1oy

Lot Belinicion

e Llama producto de conweruweibn de dos funciones f(x) y

p(~) definadas en el esipa. e anedimensional a la funcibn

nl ) yJebinida por ta o ia:dn

ne) S t)g(t) dt

s Fit)ele = t) dt

R

La igualdad de las dws inteoggeali s se establece mediante el
cambio vectorial de variablie » - t = t, Lo que prueba la

conmutatividad del producto.
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El producto se designa con la notacidn
hi(x) = f(x)*g(x)

De la definicidn se deduce que para la existencia de h(x)
no es suficiente que f(x) y g(x) sean sumables localmente;
es necesario ademids que la integral sea convergente, 1o
cual exige relaciones de decrecimiento de los factores en
infinito.

Tambien se deduce de la definicidn que el producto de con_
volucidén no alterard si se reemplazan f(x) y g(x) por dos
funciones iguales c.p.d. Esto nos sugiere la posibilidad
de extender el producto de convolucidn a las distribﬁcio_
nes, aun cuando se puede prever gue no sera posible para
una distribucidn cualquiera.

Para hacer la extensidn vamos a estudiar la forma de la

funcional < f*g, ¢y > . Se tiene:

< fEg, p > = Son f(x - t)g(t) y(x) dx dt
R

El cambio de variable x = £ + n , t = n nos da:

< frg, p(x) > = J, 0 F(g) gln)  Y(g+n) dE dn
R

1]

s £Ce) [ 1 g(n) w(g+n) dn ] dg
R : R

1"

< f(g) 8 gln), y(g+n) >
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Esta relacidn nos sugiere la siguiente definicidn para. el

producto de convolucidn de dos distribuciones:

1.20 Definicidn

Se denomina producto de convolucidédn de dos distribuciones

Sy T a la distribucidn S*T, definida por la relacidn
< 8 % T, ¢p(x) = o= < 8(E) 8 1'(n), Yp(&+n) >°

Esta relacidn tendrd sentido y define una funcional lineal
y continua en todos los casos en que el soporte de S8T y

el de Y(&+n) tengan como interseccidn un conjunto acotado.

.21 Proposicidn

Se tienen las siguientes férmulas:

1) §*T =T

2) G(a) w T = ta Ty S(a) w S(b) 6(a+b)
3) S0 s P s s p o p(m)
Demostracidn:
1) o 8.%700 1% B = & 6€ 8 Tn s Y(gE+n) >
L Tn - ﬁg) p(E+n) >» = € Tn , vin) > 24T L)

2) @& d(a)* T, ¢ » = < 6(a) £ @Tn s Y(EtNn) >

=< Tp s < S yp s WLEN) >

= < Tn >platn) > = < . T ¢ >
Un caso particular de (2) se obtiene poniendo

= N % = o)
Ak S de donde 6(a) [

(a) (a+b)
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3 <8 ET, yo> =<8 T, s w(En) >

TEFE o
Proposicidn

Para derivar un producto de convolucién, se deriva uno
cualquiera de los fagtores a eapricho.

Demostracidn:

(S *#TJt =4 # (SHT) = (48 §) # 7 =
25 ®Y
y tambien
CSHERA =8 RIS LTy = ED BT Qs
= g % T

nota: la asociatividad de la convolucidn viene dada por

la asociatividad del producto tensorial respectivo.

Algebras de convolucidn

Recordemos que se denominan dlgebras los espacios vecto
riales en los que se ha definido una multiplicacidn inter
na con las propiedades asociativa y bilineal. El1 producto

de convolucidn tiene estas dos propiedades; es ademls con



i

mutativo y tiene un elementc unidad, la 6 . Puede tener di

visores de cero, ya que, por ejemplo se tiene &" * x =.0.

En el espacio D' no esta siempre definido el producto de con
volucidn; esto nos obliga, para definir algebras, a coside_
rar subconjuntos de ese espacio, que son denominadas por

dlgebra de convolucibn.

“1.24 Definicidn

Un &lgebra de convolucidn es un subespacio vectorial del es
pacio de Distribuciones D' en el que tiene sentido el produc

to de dos de sus elementos; debe ser cerrado y finalmente la

§ debe pertenecer como unidad.

.25 Ejemplo
El espacio E' de todas la distribuciones de soporte acotado.
1.26 Definicidn
En un &lgebra de convolucidn una ecuacidn es una ecuacidn de
la forma
A* X =B
en donde tanto el coeficiente A como el segundo miembro B y

la incdgnita X, tienen que pertenecer al algebra de convolu

cibén dada.

1.27 Teorema
Dado un coeficiente A, para que la ecuacidn A # X = B tenga
una solucidén Gnica, cualquiera que sea B, es necesario y su
ficiente que A tenga un inverso en el &dlgebra, es decir, un

elemento A” T tal que A * Al = s,
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En efecto, si la solucidn existe siempre, para tode B,
existe cuando el segundo miembre es 6, luego existe el in__
‘Verso.

Reciprocamente, si existe el inverso, se ve que la solucidn
es A™ 1w B y es Gnica , puesto que A ®# X = A * Y , se tiene
convolucionando con A—l que X = Y

La validez del teorema exige que se consideren (nicamente
las distribuciones del dlgebra, lo que permite efectuar los
productos de convolucidn y aplicar las propiedades asociati
va y conmutativa. Sirno se esta en un dlgebra, el teorema
deja de ser cierto.

1.28 Iggrema

Si D 28 un operador diferencial de orden m con coeficientes
constantes y mdnico

d

e E & —_— 4+ g
dx 1 dxm_1 m-1 dx

D§ es invertible en D' y su inversa es el producto de Y

( funcidn de Heaviside) por la solucidn Z de la ecuacidn

homogénea D Z = 0, verificando la "pondiciones iniciales"
YR0) 8 2YE0) 2 . = 2PNy 5, TGy s 1

Demostracidn:
La funcién Y Z tiene discontinuidades en el origen y su de

rivada debe calcularse usando 1.16 y 1.22

(YZ)! ¥ 44 ¢ & 2000

it

(yz) Y Z" + 8 2'(0) + &' Z(0)
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asi sucesivamente

ey Vs y R0y apbeeRdy b g9 R0ty
(¥2) ™ =y 2(m 4 5 gm=Dgyy 4 s(W1 g0,
evaluando tenemos
(YZ}Ck) = ¥ Z(k) con k < m-1
(¥z)™ =y z2{m 4 s
de donde se deduce
D§ % (YZ) = D (YZ) =Y DZ + §
y como Z es solucidén de la ecuacidn homogénea DZ = 0 vy

se “iene

D(YZ) = §

Multiplicacidn de distribuciones

La multiplicacidén ST de dos distribuciones arbitrarias
Sy T, no es posible. Asi, si f es una funcidn localmente
sumable, define una distribucién; pero no existe ninguna
razdn para que f2 sea tambien localmente sumable.
Ejemplo:

para n = 1, f(x) = : £2 = S

=T | x|

por lo tanto no definird una distribucidn.
Nosotros nos limitaremos a definir el producto cuando uno
de los dos factores es una distribucidn y el otro factor

yna funcidn infinitamente derivable en el sentido usual.
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1.30 Proposicidn

Existe un producto aT, donde T es una distribucibn arbitra
ria y o una funcidn infinitamente derivable en el sentido
usual, definido por:

<o T, Y > = <P, o >

Demostracidn:

< gTp & = fn(u(X)T(x) JP(x) dx
R

= J Tlxialxd pix)} dx = £ T,ad »
gD

Se tiene que
< o T:‘Pﬁw * 2% alhyy 2 ¥ K OLT,IPZ v
€ 4T, A P = A C oL, Y

Supangamos ahora que wj + 0 en D. ¥ sed Sop wj C K, ¥j

Mostremos que uwj + 0 en D,

T D : P, 4 P=q
Por Leibnitz: D (awj) = (¢)Da D wj

)
asp

|DPCap )| < § (B Max |D%a) MEx |DPTY y.|
? asp K K 3
y como Mix le~qwj\ : pegl
se tiene Max |DP ay.| +~ 0
k J 3 =0
Luego uwi + 0 en D
Entonces 1laim <aT, wj> = 1lim <T,uwj> + 0 ya que T € D'.

j-—rm - jﬁm
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1.31 Ejemplo
< ad,p > = < S,ap > = a(0)y(0) = < al(0)8,p >

de donde

0.8 = a(0)8



CAPITULO II

FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA

DE MATERIALES



Capitulo LI

2.1 Barras sometidas a fuerzas axiales:

La experiencia ensefia que cuando se somete a compresibn o trac
cién una barra, en forma longitudinal, ésta se deforma o se
rompe de acuerdo a su resistencia y a su rigidez; es'tas

cualidades dependen de sus propiedades fisicas, geométricas,

elcer.

Es natural pensar que una barra ''suficientemente uniforme"
distribuye una carga aplicada en uno de sus extremos en forma
uniforme de tal manera que la fuerza por unidad de &4rea es una

constante que llamaremos tensidén especifica o.

Asi, 0 = 4+, donde P es la fuerza aplicada longitudinalmente

>

y A es el drea transversal que se supone igual en cualquier
seccibn de la barra. Se plantea entonces en el estudio de es

tructuras las dos preguntas:

1) ¢Es suficientemente fuerte la viga o barra para resistir

la cargada aplicada?

2 - {Es suficientemente rigida para evitar deformaciones ex-

cesivas?

A estas dos preguntas nos referiremos a lo largo de este tra

bajo y, en efecto, son las que motivan el trabajo en forma

global.
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Si se denota con s la resultante de las fuerzas internas o

resultante de tensiones entre las '"fibras' de una barra a la

que se le ha aplicado una carga P, de tal forma que la barra

no se ha deformado, es natural que s = P, o sea, O0A = s,

En una seccién cualquiera m, n de una viga con carga p, la

discusién anterior se representaria por:

11—

B

debe notarse que, de nuevo, asumimos homogeneidad de la ba -

rra, de tal forma que "todas las fibras de la viga'" resisten
q g

con igual fuerza (i.e. ¢ es constante).

Esta observaci6n requiere necesariamente que la fuerza apli-
cada P tenga como linea de accién, aquélla que pasa por él
centro de gravedad de cada seccibén recta. Para demostrar es
to con un poco de generalidad se utiliza el hecho de que P es

R L
constante a lo largo de la barra y que o = g es también

constante.
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Toda la discusidn anterior es tanto aplicable al caso de traccién como al
como al de compresidn, solamente que en este Gltimo se requiere que la sec—

cidn recta no sea poca, porque hay que evitar las deformaciones.

Consideremos el diagrama siguiente;

T T

P/2 P/2

El cual estd principalmente sometido a fuerzas que tienden a

cortarlo transversalmente en las secciones mn y las llamare-

mos esfuerzo cortante. Si designamos por T el esfuerzo
cortante por unidad de area, es decir, tensién especifica

cortante media, vemos que la condicién de equilibrio obliga

que T. A =P, de aqui

= &
T A

donde A es el 4rea total sometida a esfuerzo cortante.
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Por lo general, estas resultantes no son tan simples para su
cdlculo. Por lo que respecta a diversas estructuras que se
encuentran sometidas a traccidén, compresién y cortaduras di
rectas los disefian con dimensiones de modo que puedan resis
tir econémicamente y con un margen de seguridad para las

cargas a que son sometidas.

Volvamos al caso de la barra prismitica sometida a traccién.
Cuando aumentamos.- la fuerza de traccidén P, necesariamente
debera producirse un ligero estiramiento en la barra que lla

maremos Af

LA e

P+

De igual forma, si disminuimos gradualmente la carga P,
hasta que llegue a cero, el alargamiento § también tendera
a cero, es decir, la barra tenderd a su longitud inicial.
Asi, definimos el alargamiento por unidad de longitud de la

barra por

= k&
§ i
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y se denominaré deformacién de traccibén. Anédlogamente, pa-
ra una barra sometida a compresién, la cantidad e definira
la reduccién por unidad de longitud de la barra o deforma -

cidén de compresién.Por convencién, la primera de éstas se to

ma positiva mientras que la segunda se toma negativa. Si una
barra sometida a traccibén recupera completamente su longi -
tud original al hacer tender p a cero se dice que es: un

material perfectamente elastico, como por ejemplo: acero, de

lo contrario, se dice que es sb6lo parcialmente elédstico.

Experimentos han puesto de manifiesto que diversos materia
les sometidos a traccién, dentro del rango de comportamien
to elastico del material, que el alargamiento A« es direc-
tamente proporcional a la fuerza de tracciébn p yala lon
gitud de la barra % e inversamente proporcional al area de
la seccibén recta A de la barra.

Esto es,

- Bt

O sea,

E A AE

donde E es una constante de proporcionalidad para cada ma

terial y se le llama m6édulo de elasticidad. A esta Gltima

relacién expresada se le conoce por Ley de Hooke. Emplean-

do las mnotaciones:



La Ley de Hooke puede escribirse

€

m
]
m=Q
@]
Q
il
3

es decir, la tensidn es proporcional a la deformacidn.

El mdédulc de elasticidad puede ser definido por
E = g. = ...—-Eerl__si-._ér—l_ .
£ alargamiento

y tiepe como unidades las mismas de la tensidn Kg/cm2 por

ser lg deformacién adimensional.
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2.2 Tensiones en vigas

Una barra que sea razonablemente larga con respecto a sus di -
mensiones laterales convenientemente soportada y sometida a
fuerzas transversales aplicadas, de modo que provocan flexién de

la pieza en un plano axial, la denominaremos viga.

Diremos que una viga estd estlticamente determinada cuando se

pueden determinar las reacciones en los apoyos utilizando -las
ecuacioneg del equilibrio estédtico. Los valores de estas reac
ciones sopn independientes de las deformaciones de la viga. Una
viga que gsti apoyada libremente en los dos extremos se llama

simplemente apoyada. Este término implica que los apoyos ex-

tremos son capaces de ejercer solamente fuerzas y no momentos.
Por lo tanto, no existe impedimento al giro de los extremos de

la barra en los apoyos cuando flexa bajo las cargas.

Ejemplos:

P kg/m

R P T
e
Ll

o
.

| | [©
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Una viga apoyada libremente en dos puntos y que tiene uno o los
dos extremos que continGan méds alli de los apoyos se llama vi-

ga con voladizos.

Ejemplos:

Lo

P kg/m

7 o
'f"’..-“’/‘z A /,/':’,//’// -

- A

o A AL Y 74

Una viga cujeta solamente en un extremo, de tal manera que su

eje no pueda girar en ese punto, se llama viga en voladizo.

M

Todas éstas, son ejemplos de vigas estdticamente determinadas,
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Las vigas estdtieawente indeterminadas son aquéllas en

las cuales el ntmero de reacciones que se ejercen sobre la vi-
ga excede del nuimero de ecuaciones del equilibrio estético y
hay que suplementar estas ecuaciones con otras basadas en las de

formaciones de la viga.

Ejemplos:

1)

N
TR
=
P

P_ky

e
-

ORISR
SN

R

~

Bow 4 A j;;;?

s

De ahora en adelante, cuando hablemos de vigas estdticamente
determinadas, se sobreentendera que estamos tratando aquellas
en las cuales el niimero de reacciones del equilibrio estdtico

se oblienen mediante las ecuaciones:

con las cuales pueden ser calculadas tacilmente la fuerza nor-

mal N, la fuerza cortante Q. vy el momento M, respectivamen

te.
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Veamos ahora que relacidn existe entre el esfuerzo cortante y
el momento flector en una seccidn recta ‘cualquiera de una vi-
ga cargada transversalmente.

Consideremos un elemento segregado de la viga por dos seccio-

nes rectas adyacentes mn y pq, separadas la distancia Ax.

“ Ax >

En la cara izquierda de este elemento representamos el esfuer-
zo cortante QX y el momento flector MX i

Si existe una carga f sumable repartida entre mn y pg

f{x)
Qx
S - el = = o ol R N
Mx 0 MX+AMX
e g (NS I qj_ e | = e ey
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Tendriamos la siguiente ecuacidn para la suma algebraica para

los momentos de todas las fuerzas con respecto al punto o:

x+tAx
i fF(t)(x + Ax - t) dt SN
=M. % (MX +AMX) + T Firey "de %
x+tAx X
' flt)dt
X
- QX Ax = 0
Aplicando el teorema de la media
X+ x ‘
AMX + f(g) [ (x + Ax - t) dt - Qx Ax = 0 con x < § < xtAx
X
integrando:
AM. + f(E) (Ax)2 - Q Ax =0
X —— X
de donde
AMX
me - O v TR A
1im My lim

Ax -0 Ax  Ax +D( QX - £08) é%— )

dMX
dx = Qx

Consideremos ahora una carga uniformemente distribuida P entre

las secciones mn y pq:



¥

B Ifr.f"m
o LT
m p
o
2 I ||
QX+AQX
[+ ax -
Tenemos entonces gue:
dqQ
— -
dx- ¢

S1 hay una carga concentnada I’ en la viga entre las secciones

mny pq

+
M)( AMH

Igualando a cero la suma algebraica de las fuerzas verticales

que actuan sobre el elemento, obtenemos
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en cuyo caso hay una variacién brusca del esfuerzo cortante en
b
la longitud a x. En consecuencia, podemos deducir de la ecua-

cibébn

que habréd una discontinuidad en la derivada 75? en el punto

de aplicacién de una carga concentrada P sobre la viga.

Este es uno de los problemas que resolveremos aplicando la teo
ria de distribuciones ya que éstas se pueden considerar como

una distribucién y como tales, es derivable.

Ejemplos de diagramas del esfuerzo cortante y del momento

flector:

Para esta representacién gréifica tomaremos como abscisa la dis
tancia que define la situacién de la seccién y como ordenada
el valor correspondiente del esfuerzo cortante o del momento

flector.

Eiemglo 1:

Una viga simplemente apoyada con distribucién uniforme de car-

ga transversal de intensidad p.
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Elemglo 2:

Una viga simplemente apoyada con tres cargas puntuales P

1J
Pyr Ps3.
P?
ap 3 .
1 1 ng Rq si 0 ¢ x <
f« a ' ‘ J yzrx Ri-Py si @y< K =
R b i ' R Q. =
: — ¢ | ¢ % |Rri-p,-P, sib g x <
| | ! ) | .
Bas l | Ri-Py-Po-P3  sic ¢ x ¢
], Am—— ; J
' : . 2
! | = Rix s 0 < <
R .
al l l £ (R ~P)x 851 3 < X <
| ) i ) i MX 3 171 < N
: : : l (Rlppl‘Pz)x si b < X £
i | i b
| ] i I (Rl'Pl’Pz—P3)X Si C S X \<
i ] |
|
{
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Obsérvese que tanto el esfuerzo cortante QX como el momento
flector M, no es derivable en los puntos de aplicacién de

las cargas Py, Py y Pgq.
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2.3 Tensiones de flexién en las vigas

Una viga sometida a fuerzas que produzcan un esfuerzo cortante

nulo y un momento flector constante en alguna de sus secciones

se llama flexibén pura,

‘Ejemplo:
P P
A —_— D P 5i 0 &£ x< &
¥ C' X
= S ; il | Q=4 0 siasgxsgt-a
| 1
- £ o .
[ { ~-P si f-a 5 x 5 %
I | [ )
[ | | }
! ' Poo si. 00 & & @
) |
B | | M = constante si agxg< 2-a
r . i ~-Pxsi g4-a £ x < 2

40

Ahora estudiaremos el estado de tensiones internas producidas
por flexidn pura. Para ello debemos examinar la deformacién

que tiene lugar en el interior del material.



~46-

Supondremos que la viga es prismética y que tiene un plano qxial
de simetrfa, el cual se toma como plano xy, en el cual act@Gan

las fuerzas. Suponemos ademds que el materia es homogéneo y que

obecede la ley de Hooke.

Puesto que el momento flector es constante para una flexién pura,
es razonable admitir que la deformacidn por flexibn es tambien u

niforme, es decir, tomard la lorma de un arco circular.

Como consecuencia de la deformacién, las fibras de la cara con-
vexa se alargan ligeramente mientras las de la cara c6ncava se
acortan, respecto a la media aritmética de estos dos extremos

que llamaremos superficie neutra la interseccitén de esta super-

fizie neutra con el plano axial de simetria se denomina eje neu

de la viga. Después de la deformacién, los planos de las




ST

dos seccilones transversales adyacentes mn y pq se intersecan
en 0. Designamos por A6 el &ngulo formado por estos dos pla_

nos; por x la distancia ab = cd' y por Ax la distancia d'd

Tenemos que el tridngulo abl es semejante al tridngulo.d'db

por.-el teorema de Thales, de donde se obtiene la relacidn:

dld _ a'b
ab al
0 sea
EYS RN
X o
pero é%» es la deformacidn unitaria e (ver definicidn en la

pidgina 33) que por la ley de Hooke es proporcional al esfuer
ZO unitﬁrib o (ver definicidn en la pAgina 35) siendo su
constante de proporcionalidad el inverso del mddulo de elés

ficidad ( % e

luego

donde o es el esfuerzo en cada punto de la seccidn transver
sal A de la viga.
Multiplicando por y ambos lados de la igualdad e integran

do sobre A tenemos:
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o sea

M=%—I

M=/ o dA
A y

de donde donde

1 M & s

e N 1 i - o2 dA

o} EI £ Y

Nota: este momento va ha ser igual al momento producido por

las fuerzas externas para que la viga este en equilibrio.

En geometria analitica se demuestra que en coordenadas car

tesianas, la curvatura de una linea se define por:

"

Lo v
P (1 + (y")

e VA2

)

donde x localiza un punto en la aldstica de una viga flexio

nada y y es la deflexidn.

Sustituyendo el término —%— por EMT tenemos la ecuacidn
diferencial exacta de la eldstica. Puesto que son muy peque
has las deflexiones que se permiten en la gran mayoria de
las estructuras de ingieneria, tambien lo es la pendiente y'
de 1la eléstica: Por lo tanto, el cuadrado de la pendiente y'

es una cantidad depreciable comparada con la unidad y la e

cuacibn anterior se simplifica en:

cuando la curva es cbncava hacia abajo, el momento flector
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es negativo y y" es positiva. Cuando es concava hacia arri
ba, los signos serian los contrarios.

De modo que

i35 R
dx E I

ecuacidén que se conoce con el nombre de ecuacidén diferencial
de la viga eléstica.

Esta ecuacidn tiene tpes limitaciones a concecuencia de los
supuestos establecidgs para su deduccidn:

a) la ecuacidn esta deducida para flexidn pura, no compren
de deformacignes por gizalladura del material,

b) la relacidn mutua entre el momento y la curvatura implica
que el esfuerza es proporcional a la deformacibn, o sea, es
apligable la:ley de Hooke, y

c) puesto que las aproximaciones se justifican para curvas
de deformacidn muy suaves, esta ecuacibn esta limitada a fle

xiones muy pequefias.



CAPITULO IIT

APLICACION DE. LAS DISTRIBUCIONES
PARA LA SOLUCION DE LA VIGA ELASTICA



CAPITULO III

Aplicacidn de las distribuciones para la solucidn de 1la

viga eldstica.

En el capitulo anterior se establecid la ecuacién fundamen_

tal para la viga elastica:

@ N, M
E

i (ecuacidbn 3.1)
‘dX I

sin embargo, es muy convenlente establecer esta ecuacidn en
funcién de la carga que opera sobre la viga.
Para el caso en que la funcidn de carga sea una funcidn @,
mostramos en el capitulo II que
2
S2 = Q)
dx

en cuyo caso la ecuacidn 3.1 toma la forma

I

Q_E = Qx) (ecuacidén 3.2)
dx ET

sin embargo, si la funcidén momento no es derivable, no pode

mos obtener esta relacidn.

Vamos a mostrar que cuando este sea el caso, derivando la
funcidn de momento en el sentido de distribuciones obtenemos
una forma de la ecuacidn 3.2 que nos permite resolver el pro

blema de la viga eldstica de una forma mis general.
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3.1 Funciones de carga para los casos mds usuales

I Si la funcidn de carga es una funcidn continua
En el caso en que la funcidén de carga sea una funcidn conti
nua, tenemos que todo el andlisis para la viga eldstica se

hace de la forma usual, es decir, queda igual.

II Si la funcidn de carga es concentrada

Lo haremos para una viga estdticamente bien determinada

. t
E1l diagrama gel esﬁuerzo cortante es

P(2-a) i

Puesto que Q(x) es la derivada (en el sentido de distribucio
nes) de la funcidn esfuerzo cortante, definida por la siguien

te relacidbn:
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P(ﬁ’—“‘d) Si O_<_X<a
Vix) =
—_ %5 si < a < x

Esta derivada debe ser tomada en el sentido de distribucio_
nesdebido al salto del esfuerzo cortante V en el punto x = a,

Para ello tomemos una funcidn-de prueba Y cualesquiera, vy

recordando que lim Y(x) = 0 tenemos:
X ke

<V',y>

H

~<V, Bt > = =TTV pt(x) dx

[e)

—favgx) p'(x) dx - IV y'(x) dx
_o a

+ oo

a
- —P(zfa) gi Joopt(x) dx
a

i {; Y'ix) dx +
-P(f-a) Pa

7  pCa)-o0 ) + T( g-ypla)d) >

H

-P pla) =< -P &

\

(a)? v
de donde

Q(x) = -P S(a)

Consideremos ahora una viga estaticamente bien determinada,

en la cual se ha producido un momento en al punto x = a.

Ver diagrama en la pagina siguiente:
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Puesto que V(x) es la derivada (en el sentido de distribucio

nes) de la funcidén momento que tiene como funcidn:

TX si0_<_x<a“

il

M(x)

1%~ #+M sia<x<i

De nuevo, esta dirivada debe ser tomada en el sentido de las

distribuciones debido al salto del momento flector en el pun

to x = a.
Sea ¥ una funcidén de prueba cualesquiera

< M';w > ==< M(x), ¥v'(x), >

+ oo

= - [ M(x) y'(x) dx

[+4]
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= a

a + oo

=55

a
-/ M(x) p'(x) dx - [ M(x) p'(x) dx

= —-%--f x Pr{x)dx ——J;f— I x p'(x) dx %
a

[>s]

+¢o
t+ M 7 ¢p'(x) dx

¢l

S

tayr v 2

. + oo + oo
= -2 7 ox G0 dx + M S gi(x) ax
_— a
= - < % x, WY 2 - M ya)
= < x> - M
de donde
Vix) = { {——2)" 1} - M S(a)
O Sea:
s gy
entonces, por el teorema 1.16
Vi) = () e o 60 F o, 8
% S ta) T (a)
de donde
= ] + .
Q(x) o, G(a) o4 6(a)
puesto que el salto o4 = 0
‘ - i = ) 1
Qix) N 6(a) M S(a)

por lo que podemos concluir, un momento tiene una interpre_

tacidén de la primera derivada de §.
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3.2 En resumen

tipo de carga distribucidn

si la carga es una

funcidn continua f f

wv

si la carga se redu-

(a)

jP ce a una carga con-

centrada P aplicada

Y

en al punto (a,0)

si la carga es un
momento M aplicado M G(a)

M en el punto (a,0)

/
% ar o
YV w

X

3.3 Ejemplo
Cadlculo de la ecuacidn de deformacidén de una viga, estética

mente bien determinada y sometida a una carga concentrada P

1
EAN Q

b= B2 S8 10i? 2|




i

hay que resolver la ecuacifén (en el sentido de distribucio

nes) siguiente:

[+ 35" .
EI P Scpr2)

con las condiciones inicilales

y(0) = y(2) = 0
y"(0) = y"(p) = Q@
Nota:
du
Tenemos para el operados diferencial D = r  que D §
dx

es invertible en D' y su inversa es .el producto de la fun
cién de Heaviside por la solucidén Z de la ecuacién homoge

nes DZ = 0 que satisface las condiciones iniciales:

Z2(0) = Z2'(0) = zZ"(0) = 0 , 2" {0) = 1

de donde tenemos que

X3
B ¥
luego
-1 y3
(D§) = Y(x) ~gm
Solucidn:
n
d
Bl = BB
dx
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aplicando 1.22 y 1.21.1 tenemos

d 6 2,
EI (S 4y )=7Ps
dxu (g9/2)
de donde
= () .
ELwy = § Yix) e Sl T 6(2/2)) por 1.28
X3
X3
= P ( t(2/2) Y(x) E“‘) por 1.21
3
= P Yix -~ g/2) £X = 80220 . bor.1.48

por lo gque tenemos una solucidn particular

y izl 3
y = oy Y(x-p/2) B2
la solucidn general serd de la forma
3 3
wy i (x-2/2) k
¥y = o Y(x~%/2) e e + kEOCkX .
Calculo de las constantes Cy
y(0) = 0 = g
() = 0O E (Q/Q)S P T g3
AT ey 1%+ Py 3
derivando
3 2
LB (x-2/2)3, P o rontean) o
RYRET T P ST € g w Roak S5
G PN, S B, T R & x2

! 2 3



pero

3
Brsvis L) - por 1.31

simplificando y':

2
bl e (x=8/2) 2
y'(x) = g Y(x-2/2) > tc t2 coxt3cgx
derivando
. \
yi'(x) = E—T-Y(X—Q/Z) (x~2/2) + 2 c, + § cy X
evaluando
y"(0) = 0 = Cy
YU(L) = 0 = =be (2/2) + 6 co8
i <L 3
de donde
ip 3 pg?

por lo tanto, la solucidn sera

CRARARS”, BERAE L 4 =P 3
3 8 BT 12 EI

|

y{x) Y(x-82/2)

i

I

3.5 Ejemplo
Para apreciar mejor la benevolencia del método, apliquemos
lo a una viga estiticamente indeterminada.
Consideremos la viga que tiene ambos extremos empotrados y

soporta una carga concentrada o puntual P en x = a .
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ol
©
\\\

&
i
N

N,

MAQ

AN

utilizando el resumen 3.2, tenemos que

MAﬁ'(o) gl x = 0

O(%) = 0 51 0 < x < &4; x £ a
P & a) s1 x = a
_MB 8(2) si x = g

Para cglcular la ecuacidn de deformacidén de la viga hay

que re:zolver la ecuacidn diferencial siguiente:

m
L E.j.__.y_ = ¢ ! - ]
BTG 7 My STy wUEE e T St
x
con las condiciones iniciales
Ma
y(0) = y(&) =0 , y"™(0) = 5
Mp
y'(0) = y'(R) = 0, y"(R) = - BT
Solucibn:
convolucionando con 6 la ecuacidn
% T d = 5o ' - v
§ % BT =4 § % (My 8" (gy- Mg 8"y ¥ P oay )

dx

usando 1.22 y 1.21 tenemos

% = v - M !
T Y Mastoy T M) T T s
X

usando la nota 3.4
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3

260 5% ' - !
X3 X3
e o 1A - %
XS
$: ‘ta e 5 )
2 2 OB
- X (x-4) (x-a)
= MA Y(x) - MB Y(x-2) = + P Y(X—a}ﬁ—g———
de donde , una solucidn particular es
M 2 M P4 3
) i By o3 1X=8) AR N
yP— BT Y(x) el EIY(x 2)-77~"- + EIY(x a)—-E———

la solucidn general serd de la forma

- ol 3
y = yp + cO + 01x + CoHX + C3X

Cdlculo de las constantes , utilizando las condiciones ini

clales dadas:

y(0) = 0 = c,
y(g):ozz_/’[é&_z.+f§(_2;a_)3+clg+cz AR B
derivando y:
y' o= g% Y(x) x - g% Y(x-2) (x-2) + %T y(x~a)(x~252
+ c 2

q cox + 3 cgx
evaluando en el punto x = 0

y'(0) = 0 = cq

evaluando en el punto x = &%



M Z
T EOY = -—i P_];)M 2
yIfe) 5 0 = g2 &t Fr 7t ey ¥ 2E,0 + 3 oy
derivando y' tenemos
M M
II—_& ______Bi. i E__ -
y" * Fy Y(x) BT Yix-L) + BT Y(x-a)(x-a) +
+ 2 Cy + b CgX
evaluando y" en x = 0
M M
1 ——___AA——_f’_
y"(0) = T 5 gt v 2 oy
=> C, = 0
evaluando y" en x = ¢
M M
1" —-__._.“}. _.E N - B
y"(L) = grtEr Pt ey =g (3)
del sitema de ecuaciones:
M ; 3
. I 8 - g i
ec.(1) : QEIQ PEI 5 + 03 2 = 0
M 2
A P b &
c. (22 E‘f2+ﬁ7’—+3c31—0
M A Pab2
A 8
sustituyendo en la ecuacidn (1):
2
4 _ _ Pb"(3athb)
3 BEIQS

y de la ecuacidn (3):

G

(2)
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sustituyendo en la ecuacidn general las constantes encontradas,

tenemos la solusidn del problema planteado:

2 2 2
_ Pab X Pa™b
y(x) 5 Y(x) s >
EI% EIL

(x—2)2+ p 3

- B (x-a)
2 ET

Y(x~-2) 5

Y(x-a)

i

Pb2(3a+b) _3

6EIL
3.6 Ejemplo
Por Giltimo, analicemos el caso de una viga simplemente apoyada
con una carga concentrada P en el punto medio del primer tramo

como se representa en la figura siguiente:

|*_ 2% J

P
|« 2/2 -1f 2/2 o+ 2 {

48 P Ly

el diagrama de tuerzas correspondiente es

|+ 28 fl

P
|« 272 >} 272 o] % |




-Bl=

para encontrar la ecuacidn de la curva de deflexibén, la ecua_

cidén diferencial a resolver sera:

E1 =% =

m P 8cyroy — R

1 6(%)

con las condiciones iniciales

y(0) = y(g) = y(22) = O

y'"(0) = y"(2g) =0
usando 1.22, 1.21 y la nota 3.4 tenemos
ET = PY(X—Q,/Z)M = By _Q/)(X—Q)g
YP 6 1 X ) =

la solucidn general serd de la forma

: - ) - S
Ely = yp + Cy + C ¥ + ChHX + CgX
evaluando en las condiciones iniales
EIy(0) = 0 = cg
pg3 2 3
ec.{1) ETIy(g) = g t CqAt cot” t et =0
27P!2,3 QB i 3
ec.(2) Ely(28)= 0B - Ri—g + 2012 o be o 4 8032 =0
derivando dos veces tenemos
ETy" = PY(x-£/2)(x=%/2)-R Y(x-2) (x=2)+

+ 2c2 + 603x
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evaluando en las condiciones iniciales:

EIy"(0) = 0 = 2c,

A _ 3PR b
ec. (3] ETy"(2%) = - Rlﬁ- + 12C3£ 0
de las ecuaciones (1) y (2)
P%Z + 48 o, + 48 c 82 = 0
2 2

2 _
27P2° - B8R, L7496 c,+ 384 c R = 0

eliminando i

2 2 £ =
b 8R1£ + 288 c32 =0

ec. (4) 25P 2
de las ecuaciones (3) y (4)

25P - B8R, + 288c¢

]
o

1 3

3 P -~ 2R. %+ 24 ¢

H]
o

1 3

resolvemos para Ryt

_11p
T
y para cg:
_ -13P
3 157

sustituyendo en la ecuacidn (1) los correspondientes valores
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de R1 y ¢4 tenemos:

4 3P22
e b 64

Luego, la solucidn general es:

yx-2/2)% | 3pe? 13 P 3

6 BUEIX  192ELX

& P

= TGHE_I Y(X—l/2

NOTA:
Todos los resultados obtenidos han sido cotejados, ya sean
las flechas o los momentos, con los que se obtienen por los mé

todos clésicos.
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Coneclusién

Como mostramos en el capftulo III y lo indicamos en la in
troduccidén del presente trabajo, la Teoria de Distribuciones
tiene gran aplicabilidad en el campo de Resistencia de Materia
les, razbn por la cual se hace necesario entrar al estudio de

esta rama de la matemltica.

Las distribuciones, al nivel que se necesita para su apli_
cacibn inmediata, puede ser estudiada luego de una buena forma
cibn sobre el cllculo diferencial y integral, por lo que no se
ve ninguna dificultad para que un ingeniero, sobre todo, un es
pecialista en An&lisis Estructural pueda conocer y aplicar es
ta parte de la matem8tica, aungque sea de una forma mecénica, a

su campo de trabajo.

Al concluir el presente trabajo, y mirando retrospectiva_
.mente considero de gran necesidad dedicarse a hacer un tratado
sobre Resistencia de Materiales usando esta herramienta, para

mostrar de una forma contundente la benevolencia del método.
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