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Introducción 

Los métodos clásico s que se utilizan en el campo de Resis 

tencia de Materiales se apoyan en los recursos del cálculo in 

tegral y diferencial, logrando así, por lo general, resolver 

los problemas planteados. 

En este trabajo mostraremos como aplicar l a Teoría d e Di§_ 

tribuciones a este campo especifico, permitiendo enfocar e 1 t~ 

ma de una manera mgs eleg;ente, correcta y darle una solución 

satisfactoria. 

En el capitulo I se ~a hecho un resumen de los elementos 

básicos de la T~oria de Distribuc,iones, ~nicamente lo necesa 

ria a utilizar, para da~le continuidad al trabajo y que este 

forme LIRa unidaq. 

En =l capitulo II se hace un bosquejo de la teoría de Re 

sistencia de Materiales y el modelo plan~eado para el análisis 

de la viga elgstica es aceptado, ya que las idealizaciones he 

chas no afectan sensiblemente a la válidez real, como lo ha de 

mostra~o la práctica. 

El cápitulo III, muestra una forma mgs elegante, correcta 

y rápida para la solución de la ecuación fundamental de la vi 

ga elástica, usando Distribuciones. Tambien se obtienen alg~ 
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nos resultados al margen como una interpretaci6n física para 

la distribución o'. 
Con este enfoque, resolveremos algunos problemas para las 

vigas estáticamente determinadas, p·ero para apreciar la fuer 

za y belleza del método, analizaremos vigas estáticamente in 

determinadas. 

Un trabajo completo sobre este terna nos llevaría a escri 

bir todo un tratado sobre Resistencia de Materiales con este 

enfoque, cosa que no hacemos, pero mostraremos que la Teoría 

de Distribuciones es la que debe utilizarse para darle solu 

ci6n a los problemas plantea6os en este campo y sob~e todo, 

córrecta desde el punto de vista matemático. 



CAPITULO I 

ELEMENTOS DE LA TEORIA 

DE DISTRIBUCIONES 



Capitulo I 

t::_l~~!i:P ªc io vectorial D 

¡;,: u•.Li an:rro :::: un subespacio vectorial de las funciones con valores 

·ornplej os definidas sobre IR.n; dicha función de x E: lR.n e·s tam 

l i i. C:. n de n var i ables reales ·x 1 , x 2 , . . . ~ xn . 

; .L De f inición 

Sea f: JRn+ ce ; se denotará por x = (x1 , x 2 , .. º 1 xn) 

a un elemento de IRn . 

Sea n A== {x E IR /f(x) t 0}. Se llama soporte de f 

-
se designa por So,p f al conjunto A. 

y 

Obsérvese que la función puede ser nula en algunos pun­

tos del soporte. Es inmediato que en el conjunto comple 

rnentario e.el soporte f es un copjunte> abierto 1 por lo 

~ .. rn t:o, si f (x) sm anula en un punto x de este conjun-

t u , fes idénticamente nula en un entorno del punto. 

-
Naturalmente, A no es el mismo para todas las funciones. 

Para cada func ión son f es el conjunto cerrado más pe-

queüo, fuera del cual f es nula . 
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Definiremos ahora el espacio básico de la teoría, que co-

mo se verá luego, es un espacio vectorial . 

• .2- Definición 

Denotaremos por D el conjunto de las funciones de JR.n 

e n r, infinitamente derivables con soporte acotado (i.e. 

con soporte compacto) . 

3 P"J'."OEOSición 

Mostraremos que en D hay al menos una función. 

Demostración: 

Si n = 1, la función Q( x ) = 

O si lxl ~ l 

exp(-
1 ,---..-2) si 

1 -· X 
lxl < 1 

se observa que su soporte es el intervalo lx l 
1 

~ 1 que es 

•J tl compact:o . Es infinitamente derivable para 1 xi > l 

pues to que ahi la función es nula y para 1 x \ < 1 también 

por ser la funci.ón exponencial, Falta examinar el com -

portamiento de Q en la frontera del soporte d~ Q. Es 

decir en lxl =l. Mostremos que es derivable en x =l. 
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La derivada por la derecha de 1 es O . Calculemos el lí-

mite de la derivada por la izquierda: 

_ exp (- 1 ) 2x 
l-x2 ( l~x2) 2 x+ 1 > P 

x<l 

En forma análoga se demuestra que Q es derivable en 

x = -1. Generalizando para n dimensiones se tiene el 

ejemplo análogo: 

Q(x) = 

O si r ~ 1 

exp(-
1 ) si r < 1 

1 - .x2 

donde r =!xi 

como lo designamos al principio, D denota un subespa -

cio vectorial de las funciones con valores complejos d~­

.J::i.nidas .sobre IR.n . 

• L1- Proposición 

D es un espacio vectorial. 

Demostración: 

Hastará probar que D es un subespacio del espacio vec­

torial (sobre IR. o a: ) de las funciones indefinidamente 

derivables de :m.n en a:. 
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De donde resulta que, si Q1 , Q2 ~ D, ent onces Q1 + Q2 
l'.- D, y si A E JR o cr y Q E D entonces A Q E D. 

Nota 1: 

D es incluso un algebra (o un anillo) para la multipli­

cación puntual puesto qué si Q1 , Q2 E D, en t onces 

Ql • Q2 e D: 

Y puede generalizarse aún más, ya que si Q E D y ijJ es 

una función indefinidamente derivable con soporte no ne 

cesaríamente acotado, entonces Q . \j!' E D y el soporte 

de Q . 1jJ está conteni do en la ·intersección de l os so -

porte de · Q y de lj!. 

Otras consideracion es que es conveni ente tener presentes 

son las siguientes: 

l. 5 Prop osic_ión 

a) Sop(Ql + Q2) C Sop Q1 u Sop Q2 . 

b) Sop a Q1 = Sop Q1 . 

e) Si Q E D(cr), Sop Q' C Sop Q i.e. (Sop Q e ( sop Q'. 

Demostración: 
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n Sea x E IR tal que (Q 1 + Q2)(x) f O 

· Q1(x) + Q2(x) f O / Q1 (x) f O o 

Q2(x) f O x E Sop Q1 o x E Sop Q2 

En la afirmación anterior no hay igualdad porque s·i 

Q1 tiene soporte finito y Q2 =. -Q1 , la suma no tie­

ne sopor~e finito. 

Sea A = Sop Q e IR.n Sea X E 

(Xn) tal que o. Q(xn) f o y lim 
n-+-t-w 

Q(xn) 1= o < ;.. X n E Sop Q (que 

lim xn E: Sop Q ~ x E: Sop Q 
n++oo 

Sop a Q = Sop Q. 

Sop a Q. Existe 

xn = X ~ 

es cerrado) ~ 



e) 

~ 

Sea X s e sop Q ==Po 

=- existe 

para todo X 

Q' (xo) = lim 
h+O 

Q' (x ) = lim 
0 h+O 

h E JR+ tal 

s >o tal 

E S(x,t;), 

Q(x
0
+h) 

h 

que B(x o' 

o ~ Q' (xo) - o 

.. e sop Q e e sop Q' . 
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X t Sop Q =;:> Q(x) = o 
que B (x1 0 e e sop Q =-
Q(x) = º· Sea XO E B(x o 

' 
- Q(xo) 

Q(xo ) = o. 

Si X E 
o S(x

0
,0, existe 

h) e f3 (x
0

, O ~ Q(x
0
+h) 

--> X E e sop Q' 

fa1 La definición 1-2 se dio un espacio básico de la teo 

ría de distribuciones, el cual no es único, 

L r' Def ~ 1ición 

Se ienota por Dm el espacio de las funciones complejas 

definidas en JRn con derivadas continuas hasta el orden 

m y de soporte compacto, 

Se definir á ahora una topologfa_sobre Dm y D1 i,e, 1 defi 

niremos las sucesiones convergentes en cada uno de estos 

e spacios , 

L.! Definición 

a ) Se dice que una sucesión de funciones de Dm conver-

ge, cuando n -+ + 00 , a una función de Drn si. 
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Si todos los soportes de Q están contenidos n 
en un mismo conjunto acotado (independiente 

de n) . 

2) Si las derivadas de cada orden k 1 O ~ k ~·m 

de las Qn convergen uni~ormemente a las corres 

pondientes derivadas de Q. 

b) En D: la misma condición 1) 
1 

y en 2) 1 se exige la 

convergencia uniforme de las Q a las correspondien n -

tes derivadas de Q. 

1 g Definición 

El espacio ·n definido anteriormente 1 se denomina el es 

pacio de las funciones de prueba; el espacio Dm es el es 

pacio de las funciones de prueba de orden m. 

Nota 2: 

Obsérvese que tanto en D o Dm no. se exige la conver -

gencia uniforme a la vez para todos los órdenes de deri-

vaci6n 1 sino solamente la convergencia uniforme para ca-

da orden de derivación tomado por separado. 

L . 9 Dei:inición 

Se llama una distribución T, a una aplicación lineal con 

tinua de D en ~ . Una distribución de orden m es por 

lo tanto una funcional lineal y continua sobre Dm 
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En otras palabras, una distribución es un elemento del e~ 

pacio dual D* del espacio D. Esto significa que a todo 

Q E D, T le asocia un número complejo T(Q), que también 

se denota por < T, Q >. 

Las propiedades básicas de las distribuciones serán, por 

lo tanto: 

a) <a T + b S, Q >=a< T, Q > + b < S, Q > 

b) Si lim Qn = Q (en D), entonces lim < T, Qn > = < T, 

Q > se puede ver que las distribuciones forman en sí 

un espacio vecto1rial D' qi1e a sµ vez es una parte 

del espa1do D'''. dual de D, conj \mto de todos los fu!!_ 

cionale~ lineale~. continuos o no, sobre D. Se pu~ 

de demostrar, usando el akioma de elección, la exis 

tencif!. de funciQpales liU?ales discotinuos sobre· D; 

pero no se puede citar e:x;p lícitamente uno solo, y es 

poco probable q~e se pre~~nte en la práctica. 

Obsérvese que toda distribución de orden m es dis 

tribución de órdenes inferiores. 

l_l O Ejemp los de distribuciones 

l . Una función f se dice localmente sumable cuando 

es sumable en cualauier conjunto acotado. 
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Dada la función f localmente sumable, de'finimos 

la distribución (de orden cero) f por la relación: 

< Tf, Q > = < f, Q > = f n f (x) Q(x) dx 
]R. 

La integral se extiende únicamente sobre el sopor-

te de Q, en dicho conjunto, Q es continua y f es 

sumable; por lo tanto f Q es sumable. Es inmedia 

to que la funcional así definida es una funcional 

lineal de Q; también es continua pues si las Qn 

convergen hacia Q en Dº, convergen uniformemente 

hacia Q en el conjunto K que contiene todos los 

soportes , y se tiene paran~ n
0

: 

l< f , Q > - < f ,Qn > k f if(x)l IQCx) - Qn(x) ldx ~ 
K 

E,; f 1 f (x) 1 dx = i; I . 
K 

Es decir, se cumple < f, Q > lim < f, Q >. n 

Observemos que dos funciones iguales casi por do -

quier definen la misma distribución y se puede pro 

bar la recíproca: si dos funciones definen la mis 

ma distribución, son iguales casi por doquier. Por 

esta razón y también por el hecho de que existen 

-1 funciones como la x que no definen distribucio -

nes, vemos que las funciones no son estrictamente 
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un caso particular de las distribuciones, sino que 

generalizan el concepto de clases de funciones lo­

calmente sumables, dos funciones pertenecen a la mi~ 

ma clase cuando son iguales casi por doquier. 

11. Otro ejemplo es la distribución de Dirac 6 defini­

da por la fórmula: 

< o, Q > = Q(O) 

La distribución 6 (a) en el punto a de lR.n está 

definida por: 

< 6 (a) , Q > Q (a) 

Es inmediato que así se obtiene una funcional li -

neal y continua sobre D~ las distribuciones son, 

por lo tanto, de orden cero. 
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Derivación de distribuciones 

Con la generalización hecha por Riemann del concepto de inte­

g r al, se planteó el problema de saber si subsistía l a corres-

pondencia b&sica entre los conceptos de· integral y función 

primitiva que se obtiene para las funciones continuas, y que 

es la base del cá'lculo integral. 

El problema de lá correspondenci a entre integral y primitiva; 

nos limitaremos a citar dos resultados importantes para las 

funciones de una variable. 

1. 1 J. Teorema 

.... . 
oL f es sumable en (a, b) y si ponemos F(x) = 

X 

f f(x)d 
a 

F(x) es continua en todos ios puntos de (a,b ) y en 

d i cho intervalo se tiene F'(x) = f(x) casi por doquier. 

1 .12 'Teorema 

Si f (x) es acotada y es la derivada casi por doquier de 

F {x) en {a, b), f es sumable en (a, b) y se tiene_para 

todo x de (a, b): 

~x . f(x)dx = F(x) - F(a). 
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Tomemos una función f (x) de una variable que es una int~ 

gral indefinida. Por el teorema 1.11, f(x) es continua 

y su derivada f' (x) existe casi por doquier, siendo ade-

más sumable; f y f' son entonces distribuciones y vamos 

a ver qué relación existen entre ellas. 

Apliquemos f a una función de prueba (ver definición 

1. 8) , corno Q es una función de soporte acotado, apli¡ -

cándole integración por partes y teniendo en cuenta que 

lirn Q(x) = O tenernos el siguiente resultado: 
X -¡. ±oo 

+oo +oo +oo 
[

00
f'(x) Q(x)dx = !Q(x) f(x)I _

00 
J f(x) Q'(x)dx -oo 

= - !+
00 

f(x) Q'(x)dx 
... ,oo 

Es decir , tenemos la relación 

<f 1' Q> - - <f, Q'> 

Pasando ahora al caso de varias variables, aplicando el 

teorema de Fubini y repitiendo la integración por partes 

of Q > = - < f , 
< OX· 1 

l. 

80 -'-·· > ox. 
l. 

que se conserva si en lugar f ponemos una distribución 

cualquiera T lo que nos conduce a adoptar la siguiente 

definición : 



-16-

1. 13 Definición 

La derivada ~ T de una distribución T es la funcional 
xi 

lineal y continua definida mediante la relación 

< §2_ Q > 
c;x.' 

l. 

= - < T ' oQ ox. 
l. 

> 

Hay que probar que esta relación define una funcional 

lineal y continua. 

1 ~ b Cua quiera que sea Q de D, ox. pertenece tam ién a D, 
l 

luego la f uncional está definida en todos los puntos 

del espacio D; es inmediato que es lineal; también es 

continua; en efecto, supongamos que las Qn convergen 

hacia Q en D, 
oQn 
~ 

por la definición de convergencia en D, 

también las convergen hacia 
l 

~ en D, luego los ox. 
l 

80 
'n números < T, > convergen hacia <T, ox . 
l. 

1 . ó , . oT Q tanto, a sucesi n numerica < r-- , > ux. n 
l. 

oQ 
-- > ox. 

l. 

y, por lo 

tiene como límite 

oT 
< --ax.' 

1 

Q > , como las funciones de prueba son infinitamen 

te derivables y admiten tambi_én la inversión del orden 

de sus derivadas tenemos entonces el siguiente teorema. 

·1 . llf Teorema 

Toda distri.bución es infinitamente derivable y se puede 

camb iar el orden de las derivadas . 
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la propiedad de la derivabilidad, es una de las más im -

portantes entre las propiedades de las distribuciones,en 

particular, una función es siempre infinitamente deriva-

ble en el sentido de las distribuciones; si es una inte-

gral indefinida, la derivada en el sentido de las distr! 

buciones coincide con la derivada en el sentido de las 

funciones, pero en general no será asi, puede suceder 

que la derivada en el sentido de las funciones no exista 

o que exista·y sea distinta de la derivada en el sentido 

de las distribuciones, como puede verse en el caso si 

guiente. 

Ejemplo 

Consideremos como T la función de Heaviside Y, igual a 

cero para X < O, a 1 para x > O, i.e. 

~ l: si X < o 
Y(x) 

si X > o 

y 

1 

tenemos que 

<Y, Q > = {"!:'Y(x) Q(x)dx 

de donde 

<Y', Q > = - <Y, Q'> f-t-«> Y(x) Q'(x)dx = 
-oo 

f +x>Q'(x) dx = 
o 

- Q ( x) 1 ~oo = Q (O) . 
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Luego < Y' , Q > = < o Q > 

Generalizando este concepto, llarrarerros a o: "salto" de la deriva­
n 

da n-ésimi para x = O, es decir, la diferencia: "límite por la dere-

cl1a menos el límite por la izquierda". ~arrarerros f', f", . . . , a 

las derivadas de f torradas en el sentido de las distribuciones; y a 

{f'} ' {f"} ' . . . ' a las distribuciones representadas por las 

funciones i guales a las derivadas iguales pare. x > O y x < O y 

no definida para x = O • 

Por ejemplo; si f =Y, f' = o y {f'} = o. 

Tornerrüs a f en el sentido de las distribuciones y aplique.rrosle a 

Lma. fLmción de prueba (ver definición 1. 8 ) 

<f',Q > = - < f,Q' > = - Jt=f(x) Q'(x) dx 
.-O;) 

::: -Jº f(x) Q'(x) dx - ft=f(x) Q'Cx) dx 
-00 o 

= - f(O-) Q(O) + Jº f ' (x) Q(x) dx 
-00 

= o: Q(O) + Jt=f'(x) Q(x) dx 
·º -00 

f' = {f'} + 

Se ha derrostrado, en p.::¡rte, el siguiente teorerra: 
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1.16 Teorerra 

Sea f una función infinitaJOOnte derivable (en el sentido habitual 

de la teoría de funciones) para x < O y para x > O t al que cad.21 

una de sus derivadas tenga un límite p:::>r la derecha y un límite p:::>r 

p:::>r la izquierda para x = O. Entonces: 

1 .17 Ej emplo 

f' = {f'} + 0 6 
o 

{f(n)} +o 6n-1 + a ón-2 + •.. + a 1 6 
o 1 n-

En particular tene.rros que: 

Y' (x) = 6 

y 

< 6 ' , Q > = - Q1 (0) 

1..18 De f i nic ión 

Dada una di s tribución T, se llama tra sladada de T, por la 

t raslación "a" y se denota por t T a a: 
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Definición -~ -=-· :L.-1'.!: _~:>Jue: to de convolución 

El concepto •le ~roducto de convolución ( tambien denominado 

producto l.1e c.)mposici6n y pr>oducto integral) es de gran i~ 

portancia en ~ 1 an§Lisis matemático clásico en el que se ~ 

plica a do~ f un~ion2s. Su extensión al caso en qµe los f~c 

tores sun <'1:i~ .. ·tr .ibu,'.iuw~s, permite ampliar Sl.l alcance y a 

plicdI' y ·~.irnp .l it icdr· ,::i::>pu;tos de la teorÍci. 

1 'on ::;j der>c:111< '·; óo ::..; ' ' Sfkh'· i. º'º euclídeos, el X de dimensión m y 

el Y de d.Ltu.:.:nsión n. Ll espacio producto de X por Y es el 

llo~; l une·¡_, itH:·u i ( x) :; g l y) l.l~t inicias respectivamente en. los 

e:::; J.>é:lC :J.0; i · lvJ.Ü :.::: r: ·u•.J 1..unc ión h(x,y) = f(x) · g(y) en 

· : l : L L:rn1a pr~~dul.!to _de _('('.:_ i_ •~~·-~~ · .~-' ·:: .i~~ de dos funciones f( x) y 

~·(x) de f:i n :1. Ja s en el r:e:e>¡:1 ,;;.! · ~. u .0;1H.~ c:limensional a la funci6n 

- . 
l d ' '"° ; ·, . : 1 i)!i 

t1( :-'. ) - - 1 ) g ( t) dt 

cambio vectur'i~ü de var :í-'lblv .x .. t' ::: t, lo que prueba la 

·~onmutati v .i.dad del prod11c ro. 
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El producto se designa con la notación 

h(x) = f(x)*g(x) 

De la definición se deduce que para la existencia de h(x) 

no es suficiente que f(x) y g(x) sean sumables localme~te; 

es necesario además que la integral sea convergente, lo 

cual exige relaciones de decrecimiento de los factores en 

infinito. 

Tambien se deduce de la definición que el producto de con 

volución no alterará si se reemplazan f(x) y g(x) por dos 

funciones iguales c.p.d. Esto nos sugiere la posibilidad 

de extender el producto de convolución a las distribucio 

nes, aun cuando se puede prever que no será posible para 

un~ distribuci6n cualquiera. 

Para hacer la extensi6n vamos a estudiar la forma de la 

funcional < f*g, ~ > • Se tiene: 

< f*g, ~ > = J2n f(x - t)g(t) ~(x) dx dt 
R 

El cambio de variable x = ~ + n t = o nos da: 

< f*g, ~(x) > = 

= 
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Esta relación nos sugiere la siguiente definición para. el 

producto de convolución de dos distribuciones: 

1.20 Definición 

Se denomina producto de convolución de dos distribuciones 

S y T a la distribución S*T, definida por la relación 

<si'> ·r, 4;(x) =<se~>~ ~<n>, iJ;C(+n> > 

E"sta relación tendrá sentido y define una funcional , lineal 

y continua en todos los casos en que el soporte de S8T y 

el de IJ;Cs+n) tengan como intersección un conjunto acotado. 

1. 21 ProEosición 

Se tienen las siguientes fórmulas: 

1) o ;'; T = T 

2) º(a) ~'- T = t a T ºCa) 
~t~ 

° Cb) = 6 ca+b) 

3) 6 ,, 4'~ T = T ' 6 (m) * T = T(m) 

Demostración: 

1) < 8 -f, T, i.jJ > = < o 0 T , w<s+n> > 
E~ n 

: < T , < ó ¡:- , 1jJ ( t: +n) 
Tl "' 

>> < T , \IJ(n) > = < T ,ljl > n 

2) < º<a) 
;': T iJ; > ' = < o (a) e 8T 

n 
iJ; es +n > > 

= < T TI < ºCa)~ i¡; e~ +n > >> 

= < Tn ,t¡J( a +n) > = < t T ' iJ; > 
a 

Un caso particular de ( 2 ) se obtiene poniendo 

T = o (a) de donde ºCa) "' °Cb) 
~ 

°Ca+b) 



3) < ó. ' "''; T ) 

= < T 
n1 

ljJ( ~ +q) > 

= < T , -~'(n) > = -< T , ~'> n 

=<T',~> 

Generalizando, se tiene 

o (m) :'> T = T_< m) 

1.22 Pro~osición 

-2 3 -

Para derivar un prodµcto de cpnvoluci6n, se deriva uno 

cualquiera de los fa~tores a capricho. 

Demostración: 

( s :': T )' - 6 '' * es * T ) = (() • 1: S ) ;'; T = 

= S ' 1'~ T 

y t .. rn1bien 

( S :'> T ) 1 = cS ' :'> ( S :': T ) = S :': ( cS ' :': T ) = 

nota: ld asociatividad de la convolución viene dad.a poir' 

la dsociatividad del producto tensor i a l respectivo. 

1.23 Al gebras de convolución 

l<.e cordemos que se denominan álgebras los espacios vecto 

riales en los que se ha definido una multiplicación i nter 

na con las propiedades asociativa y bilineal. El producto 

de convolución tiene estas dos propiedades; es además con 
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mutativo y tiene un e lement o unidad, la o . Puede tener di 

visores de cero, ya que, por ejemplo se t.ien€lc 6'' .,., x ;; ,Q. 

En el espacio D' no esta siempre definido el producto de con 

volución; esto nos obliga, para defjnir algebras, a coside_ 

rar subconjuntos de ese espacio, que son denominadas por 

álg ebra de convoluci6n. 

·1.24 Definición 

Un álgebra de convolución es un subespacio vectorial del -es 

pacio de Distribuciones D' en el que tiene sentido el produ~ 

to de dos de sus elementos; debe ser cerrado y finalmente la 

o de::ie pertenecer como unidad. 

:
1 

• 2 5 Ej_ei.;tplo 

El espacio E' de todas la distribuciones de soporte acotado. 

1.26 Definición 

En un álgebra de convolución una ecuación es una ecuaci6n de 

la forma 

en donde tanto el coeficiente A como el segundo miembro B y 

la incógnita X, tienen que pertenecer al algehra O'e c.cmvolu 

ción dada. 

1.27 Teorema 

Dado un coeficiente A, para que la ecuación A * X = B tenga 

una soluc ión Gnica, cualquiera que sea B, es necesario y su 

ficiente que A tenga un inverso en el álg.e.bra., es decir, un 

-1 - . -1 elemento A tal que A *A = 8. 
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En efecto, si la solución ex.is te siempre, para todo B, 

existe cuando el segun do miembre es ó, luego existe el ~n 

·verso. 

Recíprocamente, si exi ste el inverso, se ve que la solución 

es A- 1* B y es Gnica , puesto que A * X = A * Y , se tiene 

convoluc:i.onando con A- 1 ciuc~ X = Y 

La validez del teorema exige que se consideren Gnicamente 

las ciistribuciol'les del álgebra, lo que permite efectuar los 

productos de convolución y aplicar las propiedades asociati 

va y conmutativa. Si no se esta en un ~lgebra, el teorema 

deja de ser cierto . 

1. 2 8 Teor·ema 

Si D 3S un operador diterencial de orden m con coeficientes 

constantes y mónico 

D = + d ... + a 
1 

+a 
m- dx m 

D6 e3 invertible en D' y su inversa e s el producto de Y 

( fu~ci6n de Heaviside) por la solución Z de la ecuación 

homog•h1ea D Z = O, verificando la "pondiciones iniciales" 

ZCO) = Z 1 (0) = . . . = zCm- 2 >co) =O , zCm-l)(O) = 1 

Dt~mostración: 

La función Y Z tiene discontinuidades en el origen y su de 

rivada debe calcularse usando 1.16 y 1.22 

( YZ) 1 = Y Z 1 + o Z ( O ) 

e yz > " = y z" + o z 1 e o ) + o ' z e o > 
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a s í sucesivame nte 

(YZ)(m-1)= y 2 Cm-1)+ 62 Cm-2)+ ... + 6 Cm-2)Z(O) 

(YZ)(m) = Y Z(m) t 6 Z ( m- 1 ) ( 0) +, • • + ó ( ~- l)Z( O ) 

evaluando tenemos 

(YZ)( k ) = Y z Ck) con k < m-1 

(YZ)(m) = Y Z{m) + 6 

de donde se deduce 

D o * (YZ) = D (YZ) = Y DZ + o 

y como Z es solución de la ecuación homogénea DZ = o · y 

se -::iene 

D(YZ) - ó 

1.29 MuJ.tiElicación de distribuciones 

La multiplicación ST de dos distribuciones arbitrarias 

S y T, ~o es posible. Así, si f e s una función local~ente 

s umable, define una distribución; pero no existe ninguna 

ra2.ón para que f 2 sea tambien localmente sumable. 

Ejemplo: 

paran = 1 , f( x ) 1 = 
lfXT ' 

por lo tanto no definirá una distribución. 

Nosotros nos limitaremos a definir el producto cuando uno 

de los dos factores es una distribución y el otro factor 

una función i nfini t amente derivable en el sentido usual. 



1. 30 Pro posición 

Existe un producto aT, donde T es una distribuci6n arbitra 

ria y a una función infinitamente derivable en el sentido 

usual, definido por: 

< a T, \jJ > = < T, a\jJ > 

Demostración: 

< aT, ljJ > 

Se tiene que 

= f (a(x)T( i ) )\jJ(x) dx 
Rn 

= f T(x)(a(x) \jJ(x)) dx = < T,a\jJ ~ 
Rn 

< aT, ~ljJ > = ~ < aT, \jJ > 

Supongamos ahora que \jJ. 
J 

O en D. Y sea Sop \jJj C K, Vj 

a\jJ. ,,. 
J 

U e n D. Mostremos que 

Por Leibnitz: DP(a\jJj) = l 
q~p 

\ Dp (al)!.) 1 < I (P) Máx IDqa\ Máx \Dp-q \jJ. 1 
J q J 

q~p k k 

y cerno Máx \Dp-q\jJ. \ + o 
l j + +oo 

k 

se tiene Máx \ Dp mµ. ¡ + o 
k J j ·+O 

Luego -+ O en D 

Entonces lim<aT,\jJ.> 
J j-+ 00 

= lim <T,aljJ . > +O ya que TE 
j+ 00 . J 

D'. 
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1.31 Ejemplo 

< ao,~ > = < o,a~ > = a(O)~(O) = < a(O)o,~ > 

de donde 

a.o = a(O)o 



CAPITULO II 

FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA 

DE MATERIALES 



Capítulo II 

2.1 Barras sometidas a fuerzas axiales: 

La experiencia enseña que cuando se somete a compresión o tra~ 

ción una barra, en forma l ongitudinal, ésta se deforma o se 

rompe de acuerdo a su resistencia y a su rigidez; es1tas 

cualidades dependen de sus propiedades físicas, geométricas , 

etc. 

Es natural pensar que una barra "suficientemente uniforme" 

distribuye una carga aplicada en uno de sus extremos en forma 

uniforme de tal manera que la fuerza por unidad de área es una 

constante que llamaremos tensión específica 0 . 

p 
Asi, o = A' donde P es la fuerza aplicada longitudinalmente 

y A es el área transversal que se supone igual en cualquier 

sección de la barra. Se plantea entonces en el estudio de es 

tructuras las dos preguntas: 

1) ¿Es suficientemente fuerte la viga o barra para resi.stir 

la cargada aplicada? 

2) ¿Es suficientemente rígida para evitar deformaciones ex-

cesivas? 

A estas dos preguntas nos referiremos a lo largo de este tra 

bajo y, en efecto, son las que motivan el trabajo en forma 

global. 
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Si se denota con s la resultante de las fuerzas internas o 

resultante de tensiones entre las "fibras" de una barra a la 

que se le ha aplicado una carga P, de tal forma que la b_arra 

no se ha deformado , es natura l que s = P, o sea, oA: s. 

En una sección cualquiera m, n de una viga con carga p, la 

discusión anterior se representaria por: 

nrrn s 

= o A 

m-n 

debe notarse que, de nuevo, asumimos homogeneidad de la ba -

rra, de tal forma que "todas las fibras de la viga" resisten 

con igual fuerza (i.e. o es constante). 

Esta observación requiere necesariamente que la fuerza apli­

cada P tenga como linea de acción, aquélla que pasa por el 

centro de gravedad de cada sección recta. Para demostrar es 

to con W1 poco de generalidad se utiliza el hecho de que . P es 

p b. ~ constante a lo largo de la barra y que o = A es tam 1en 

constante. 
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Toda la discusión anterior es tanto aplicable al caso de tracción corro al 

corro al de compresión, solarrente que en este Último se requiere que la sec­

ción recta no sea poca, i:on:iue hay que evitar las deforrraciones. 

Considererros el diagrama siguiente; 

p 

m n 

m n 

P/2 P/2 

El cual está principalmente sometido a fuerzas que tienden a 

cortarlo transversalmente en las secciones mn y las llamare­

mos esfuerzo cortante. Si designamos por T el esfuerzo 

cortante por unidad de área, es decir, tensión especifica 

cortante media, vernos que la condición de equilibrio obliga 

que T. A= P, de aquí 

T 
p 

= A 

donde A es el área total sometida a esfuerzo cortante. 
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Por lo general , estas resultantes no .son tan simples para su 

cálculo. Por lo que respecta a diversas estructuras que se 

encuentran sometidas a tracción, compresión y cortaduras di 

rectas los diseñan con dimensiones de modo que puedan resis 

tir económicamente y con un margen de seguridad para las 

cargas a que son sometidas. 

Volvamos al caso de la barra prismática sometida a tracción. 

Cuando aumentamos. la fuerza de tracción P, necesariamente 

deberá producirse un ligero estiramiento en la barra que lla 

maremos 6'i 

p 

De igual forma, si disminuimos gradualmente la carga P, 

hasta que llegue a cero, el alargamiento o también tenderá 

a cero, es decir, la barra tenderá a su longitud inicial. 

Así, definimos el alargamiento por unidad de longitud de la 

barra por 

E 



y se denominará deformación de tracción. Análogamente, pa­

ra una barra sometida a compresión, la cantidad E definirá 

la reducción por unidad de longitud de la barra o deforma -

ción de comp resión .Por convención, la primera de éstas set~ 

ma positiva mientras que la segunda se toma negativa. Si una 

barra sometida a tracción recupera completamente su longi -

tud original al hacer tender p a cero se dice que es, un 

material perfectamente elástico, como por ejemplo: acero, de 

lo contrario, se dice que es sólo parcialmente elástico. 

Experimentos han puesto de manifiesto que diversos materia 

les sometidos a tracción, dentro del rango de compo~tamie~ 

to elástico del material, que el alargamiento ~tes direc-

tamente proporcional a la fuerza de tracción p y a la lo~ 

gitud de la barra Q, e inversamente proporcional al área de 

la sección recta A de la barra. 

Esto es, 

O sea, 

ce 

1 
/\ Q, = 

E 

p 
A 

p 
A 

donde E es una constante de proporcionalidad para cada m~ 

terial y se le llama módulo de elasticidad. A esta última 

relación expresada se le conoce por Le y de Hooke. Empl$an-

do las notaciones: 
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p 
o = A y 

La Ley de Hooke puede escribirse 

Cí e = o c:r = E e E 

es decir, la tensión es proporcional a la deformación . 

El módulo de elasticidad puede ser definido por 

E '"° ~ = e 
tensión 

alargamiento 

y tiepe como unidades l as mismas de la tensión 

ser l ~ deformación adimensional. 

2 Kg/cm por 
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2.2 Tensiones en vig as 

Una barra que sea razonablemente larga con respecto a sus di -

mensiones laterales convenientemente soportada y sometida a 

fuerzas transversales aplicadas, de modo que provocan flexión de 

la pieza en un plano axial, la denominaremos vig.a. 

Diremos que una viga está estáticamente determinada cuando se 

pueden determinar las reacciones en los apoyos utilizando ·las 

ecuacionei del equil1brio estático. Los valores de estas reac 

ciones son independientes de las deformaciones de la viga. Una 

viga que ~ptá apoyada libremente en los dos extremos se llama 

simp lemen¡:e apoy ada. Este término implica que los apoyos ex-

tremas son capaces de ejercer solamente fuerzas y no momentos. 

Por lo tanto, no existe impedimento al giro de los extremos de 

la barra_ en los apoyos cuando flexa bajo las cargas . 

Ejemplos: 

\ 

/~ 

P kg/m 
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Una viga apoyada libremente en dos puntos y que tiene uno o los 

dos extremos que continúan más al l á de los apoyos s e llama vi­

ga con voladizos . 

Ejemplos: 

p 

Una viga Eujeta solamente en un extremo, de tal manera que su 

eje no puEda girar en ese punto, se llama viga en voladizo . 

p 

P kg/m 

Todas é s tas, s on e j emplos de v i gas está t icarnent e determinadas, 
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·Las v ig.:i.~ 1:::f; tát i~ill"-n~n l <.:! i.ndeterrninadas son agué llas en 

las cuales el número de reacciones que se ejercen sobre la vi­

ga excede del número de ecuaciones del equilibrio estático y 

hay que suplementar estas ecuaciones con otras basadas en las de 

formaciones de la viga. 

Ejemplos; 

p 
1 ) 

2 

. , , 
, 1--~~~~~~~~~~-v, 

,· 

lJe cthor•¿ t:n ddelante, cu.:md0 hablemos de vi.gas t:státicamente 

Llct~r·mi.na.da.s, se:: ::;obreentencJerá que estamos tratando aquellas 

en lcts cuales el nGmero de reacciones del equilibrio está~ico 

:>e oblit!nen medicurte ld.s ecuctciones: 

}_: x . :::: o 
l. 

l.: y. ; o 
l. 

L: M. ; O 
l. 

con las cuales pueden ser calculadas fácilmente la fuerza nor-

mal N , la fuerza cortante X . Qx y el momento M respectiv~men 
X . -

te . 
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Veamos ahora que relación existe entre ~l esfuerzo cortante y 

el momento flector en una sección recta ~ualquiera de una vi-

ga cargada transversalmente. 

Consideremos un elemento segregado de la viga por dos seccio-

nes rectas adyacentes mn y pq, separadas la distancia 6x. 

- - - - - -·-----·-m p 

_,_n ____ q_ - - - - - - -

En la cara izquierda de este ~lemento representamos el esfuer-

zo cortante Q y el momento flector M X X 

Si existe una carga f sumable repartida ~ntre mn y pq 

f(x) 

Qx 

- - - - - J ---m p 

M o M +11M 
X X X 

n - - - - - -

I+ 11x ~1 
Q +6Q 

X x +6x X X 
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Tendríamos la siguient.e ecuación para la suma algebraica para 

los momentos de todas las fuerzas con respecto al punto o: 

x+L'ix 
f f(t)(x + Í'IX - t) dt 

- M 
X 

+ ( M + 6 M ) + _x _____ ~------
x X 

- Q Í'IX = Ü 
X 

x+Llx 
f f(t)dt 
X 

Aplicando el teorema de la media 

x+ X 

x+L'ix 
J flt) dt 
X 

+ 

6M + f(~) f (x + 6x - t) dt - Q 6x = O con x < ~ < x+6x X X 
X 

integrando·: 

6M + f(~) (6x) 2 - Q Í'IX = O 
X 

2 X 

de donde 

lim 
6x -+O 

6M 
X 

Í'IX 

dM 
X 

dx 

= 

= 

Q - f(~) 
X 

6x 
-2-

lim ( Q - f(;) 6x 
6x -+O X ~ 

) 

Cnnsideremos ahora una carga uniformemente distribuida P entre 

las secciones mn y pq: 
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o 

Q +4Q, 
X X 

j-+- Ax --t-j 

Tenemos entonces l!Ut::: 

Si l!Lty un~ L!ctrga qorwentriada P en la y igo entre las secciones 

JJUI y pq 

rx 
M~ ( 

lll V ) º' M t L:¡M 
X X 

fl ti 

Q· 
X 

lgualctndo a cero la suma ctlgebraica de las fuerzél.::> veriticale~ 

q ue c..iCtuan so bre el elemento, obtenemos 

Q' ;;. Q - p 
X X 



en cuyo caso hay una variación brusca del esfuerzo cortante ~n 

la longitud ~ x. En consecuencia, podemos deducir de la ecua-

ción 

que habrá una discontinuidad en la derivada 
dMX 
dx en el punto 

de aplicación de una carga concentrada P sobre la viga. 

Este es uno de los problemas que resolveremos aplicando la teo 

ria de distribuciones ya que éstas se pueden considerar como 

una distribución y como tales, es derivable. 

Ejemplos de diagramas del esfuerzo cortante y del momento 

flector: 

Para esta representación gráfica tomaremos como abscisa la dis 

tancia que define la situación de la sección y como ordenada 

el valor correspondiente del esfuerzo cortante o del momento 

flector. 

~emplo 1: 

Una viga simplemente apoyada con distribución uniforme de car­

ga transversal de intensidad p. 



\ 1 1 1 1 ,1 1 1 1 

E!_ t .,___ Sl / 2 --+¡r-- Sl / 2 

21y 

E~emp lo 2: 

X 

R. x 
2 

- 1.¡.3-

Ü ·~ X ·~ i 

UI).~ viga simplemente apoyada con tres cargas puntuales P1 , 

Rl si o ~ X ~ 

Rl-Pl si a ~ X ~ 
Q = 

J{ 
Rl-Pl-P2 si b ..::: X~ e----+ 

R1-P1-Pz-P3 si c ~ X ~ p 

f{l 

X R1x si o ~ X~ 
R2 (R1 -P 1)x si a~ X ~ 

11x = <R1-P1 -P 2) x si b < X :S 

y 

CR1 -P 1 -J? 2-P 3)x si e < X ~ .... 

·~ 1 ·I . 1 

~I 

a 

b 

c 

Sl 

a 

b 

c 

i 
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Obsérvese que t anto el esfuerzo cortante Qx como el momento 

flector Mx no es derivable en los puntos de aplicación de 

las cargas P1 , P 2 y P3 . 



2 .3 Tensiones de flexión en las VÍ:.Bas 

Una viga sometida a fuerzas que produzcan un esfuerzo cortante 

nulo y un momento flector constante en alguna de sus s~cciones 

se llama flexión pura. 

1 l Px si O ~ x :::, a 
l l 

M :;:: 
X 

constante si a.::::: x ~ ~-a p 
1 l 

-

l -Px si i-a .::::: x ~ · x., 

1 1 
p 

1 1 

Ahora estudiaremos el estado de tensiones internas producidas 

por flexión pura. Para ello debemos examinar la deformación 

que tiene lugar en el interior del material. 
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Supondremos que la viga es prismática y que tiene un plano 9-Xial 

de simetría, el cual se toma como plano xy, en el cual actúan 

las fuerzas. Suponemos además que el materia es homogéneo y que 

obecede la ley de Hooke. 

Puesto que el momento flector es constante para una flexión pura, 

es razonable admitir que la deformación por flexión es tambien u 

niJur•11le, ·es decir, tomar•á ld tor•1ua de un .:.wco circule.u'. 

I 

I 

/ 

/ 

/ p 

Como consecuencia de la defonnación, las fibras de la cara con­

vexa se .alargan ligeramente mientras las de la cara cóncava se 

acortan, respecto a la media aritmética de estos dos extremos 

que llamare.mas sue erficie neutra la intersección de esta super­

f:;<:ie neutra con el plano axial de simetria se denomina eje neu 

de la viga . Después de la deformación, los planos de las 
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dos secciones transversales adyacentes mn y pq se intersecan 

en O. Designamos por 68 el ángulo formado por estos dos pla_ 

nos; por x la distancia ab = cd'. y por ~x la distancia d'd 

Tenemos que e1 triángulo abO es semejante a¡ triángulo.d'db· 

por.el teorema de Thales, de donde se obtiene la relación: 

O sea 

d'd d'b 
= 

ab a O 

6x 
X 

pero 6x 
-·,­,, es la deformación unitaria E (ver definición en la .. 

página ~3) que por la ley de Hooke es proporcional a~ esfue~ 

zo unit~rio a (ver definici~n en la página 35) siendo su 

constante de proporcionalidad el inverso del módulo de elás 

1 
ticidad ( E ) . 

luego 

a = E 
6x 
X 

o = y E 

p 

donde a es el esfuerzo en cada punto de la sección transver 

sal A de la viga. 

Multiplicando por y ambos lados de la igualdad e integra~ 

do sobre A tenemos: 

f y o dA = 
A 

E f y 2 dA 
p A 
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o sea 

M E 
I = p 

de donde donde 

1 M = E I p 
2 I = f y dA 

A 

Nota: este momento va ha ser igual al momento producido por 

las fuerzas externas para que la . viga este en equilibrio. 

En geometría analítica se demuestra que en coordenadas car 

tesianas, la curvatura de una líne~ se define por: 

1 
= 

donde x localiza un punto en la alástica de una vi ga flexio 

nada y y es l a deflexión. 

S . d 1 ~. 1 usti tuyen o e te:;:'mino - p 
por M 

Ef tenemos la ecuación 

diferencial exacta de la elástica. Puesto que son muy peque 

ñas las deflexiones que se permiten en la gran mayoría de 

las estructuras de ingienería, tambie n lo es la pendiente y' 

de la elástica. Por lo tanto, el cuadrado de la pendiente y 1 

• 
es una cantidad depreciable comparada con la unidad y la e 

cuación anterior s.e simplifica en: 

1 
p 

:::: y" 

cuando la curva es cóncava hacia abajo, el momento flector 



-49--

es negativo y y 11 es positiva. Cuando es concava hacia arri 

ba, los signos serían los contrarios. 

De modo que 

= M 

E I 

ecuación que se conoce con el nombre de ecuación diferenci al 

de la viga elástica. 

Esta ecuación t iene tpes limitaciones a concecuencia de los 

supuestos establecidqs para su deducción: 

a) la ecuación esta deducida para flexión pura, no comprep_ 

de deformaciones por Qizal l a dura de l material, 

b) la.relación mutua entre el momento y la curvatura im~lica 

que el esfue:qza es proporcional a la deformación, o sea, es 

apli~áble la ;.ley de Hooke, y 

c) pue~:to que las aproximaciones se justifican para curvas 

de d~formación muy suaves, esta ecuación esta limitada a fle 

xiones muy pequeñas. 



CAPJ;'I'ULO III 

APLICA9ION DE~ LAS DISTRIBUCIONES 

PARA LA SOLUC¡ON DE LA VIGA ELASTICA 



CAPITULO III 

Ap licación de las distribuciones para la solución de la 

viga elástica. 

En el capítulo anterior se estableció la e cuación f undame n 

tal para la viga elástica: 

= M 
E I 

( ecuación 3. 1) 

sin embargo, es muy conveniente establecer esta ecuación en 

función de la carga que opera sobre la viga. 

Pa~a el caso en que la función de carga sea una fun ción Q, 

móstramos en el capítulo II que 

= Q(x) 

en cuyo caso la ecuación 3 .1 toma la forma 

Q( x ) 
E I 

(ecuación 3. 2 ) 

sin embargo, s i la función momento no e s derivable , no pod~ 

mos obten er est á relación. 

Vamos a mos t rar que cuando este sea el caso, derivando la 

función de momento en el sentido de distribuciones obtenemos 

una forma de la ecuación 3.2 que nos permite resolver el pro 

blema de la viga elástica de una forma más general. 
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3.1 Funciones de carga para los casos más usuales 

I Si la función de carga es una función continua 

En el caso en que l a función de carga sea una función conti 

nua, tenemos que todo el análisis para la viga elástica se 

hace de la forma usual, es decir, queda igual. 

II Si la función de carg~ es concentrada 

Lo haremos para una viga estáticamente bien determinada 

1 

1 

P(.Q.-a)+- a --+i 
C' 9, 

El diagrama del esEuerzo cortante es 
1 1 

-

P(t-a) 
9, 

1 

ir 

1 

¡, 

1 

-

Pa 
-r 

Puesto que Q(x) es la derivada (en el sentido de distribucio 

nes) de la función esfuerzo cortante, definida por la siguien 

te relación: 
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P(Jl-a) o < < 9, Sl X a 
V(x} -

Pa si < < ·r- a X 

Esta derivada debe ser tomada en el sentido de distribucio 

nesdebido al salto del esfuerzo cortante V en el punto ~ = ~ 
Para ello tomemos una función·de prueba ljJ cualesquiera, y 

recordando que lim ljJ(x) = O tenemos: 
x +±oo 

<V' ,ljJ> = -<V, ~' > = -f+
00

V(x) ljJ 1 (x) dx 
00 

+oo 
J V ( x ) ljJ ' ( x ) dx 

00 a 

-P ( Jl_.a) a -t-oo 

= f ljJ' ( x) dx + Pa 
J \ji' (x) dx JI., ¡-

_ ()(), a 

-P(t-a) ( \JJ(a)-0 ) + Pa ( 0-ljJ(a) ) = - JI., -R, 

= -P ljJ (a) = < -P o (a) ' ljJ > 

de donqe 

Q(x) = ~P º<a) 

Consideremos ahora una viga estáticamente bien determinada, 

en la cual se ha producido un momento en al punto x = a. 

Ver diagrama en la página siguiente: 
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Q 
l +M 
. i 

---+ 
1 

--- - --+.! 

El diagrama de~ momento 

Puesto que V(x) es la derivada (en el sentido de distribucio 

nes) de la función momento que tiene como función: 

M(x) -

- M 
~X si O < x < a· 

- M x + M si a < x < Q, - Q,-

De nuevo, esta dirivada debe ser tomada en el sentido de las 

distribuciones debido al salto del momento flector en el pun 

to x = a. 

Sea l/J una función de prueba cualesquiera 

< M' ,\IJ > =- < M(x), l/J' (x). > 

+oo. 

= f M(x ) l/Jt(x) dx 
00 



de donde 

V(x) 

o sea: 

V(x) 

entonces , por 

V' (x) 

de donde 

Q(x) 

a ~ oo 

- - J M(x) ~'(x) dx - J ~(x) t/J'(x) dx 
a 

:: .Ji..¡ a +oo 

X t/J' ( x) dx M 
J t/J1' (x) dx - -- X R, R, 

00 a 

+0o 

+ M J t/J' (X) dx 
él 

M 
+ oo +oo 

Q, J X ~' <x! dx + M f t/J r (X) = 
00 a 

< 
M 

t/J' M iti e a.) -r x , > -= 

< c2L X ) 1 ' \ji » - M < o (a) ' R, 
::: 

= { cL x) 1 } 
R, - M ºca.) 

= {...1:!_} -
R, M ºCa) 

el teorema 1.16 

= {(_!i._)'} . + (Jo R, 

:: (Jo o' + ª1 º<a) (a) 

o' + º1 e 
(a) (a} 

dx 

1jJ 

puesto que el salto o 1 = O 

Q(x) ó ' 0
o (a) = M °Ca) 
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-+¡ 

> 

por lo que podemo s concluir, un momento tiene una interpre_ 

tación de la primera derivada de o. 
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3; 2 En resumen 

·tipo de carga distribución 

si la carga es una 

función continua f f 

~~..,¡L.-~~~~~........::--~-> 

X 

Sl la carga se red u.,-

_L> 
ce a una carga con-

centrada p aplicada 
P °Ca) 

X 

1 
en al punto (a, O) 

y , + a 
~ 

Sl la carga es un 

' momento M aplicado M ºCa) 
M~ 

;> en el punto (a,O) 
........, 

X 

1 +- a ~ 
y 

3. 3 Ej en~plo 

Cálculo de la ecuación de deformación de una viga, estática 

mente bien determinada y sometida a una carga concentrada P 

pl 

!\ D 
'~- 9v / 2 +l 9v/2 .... , 
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hay que resolver l .a ecuaoi6n (en el sentido de distribucio 

nes) siguiente: 

con las 

3. 4 Nota: 

4 
EI d ·~ - p 6 (. R, / 2) 

dx 

condiciones iniciales 

y(O) = y ( Q,) "= 

y"_( o) = y"(Q,) :: 

o 

o 

Tenemos para el operados diferencial D - que D 6 

es inve~tible en D1 y su i nversa es ,el producto de la fun 

ción de Heaviside por la solución Z de la ecuaci6n hpmoge_ 

nes DZ = ~ que satisface las condiciones iniciale~: 

Z(O) = Z'(O) = Z"(O) :: O , 

de donde tenemos que 

luego 

Soluci ón: 

convolucionando con 6 

3 
X z - - 6-

3 
= Y(x) ~ · 

z '" (o) = 1 
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aplicando 1.22 y 1.21.1 tenemos 

de donde 

E I y 

P º U , /2) 

( Y( x) 
X. 3 

) ,., ( p 
ºU,/2)) 

:: 6 

3 
:: p ( 

º(Q,/2) 
·h Y(x) X ) 6 

:: P ( t(Q,/ 2 ) Y(x) 
x3 
5) 

= P Y(x - 9., / 2 ) ( x - Q, / 2 ) 3 
6 

por 1. 28 

por 1. 21 

por 1.18 

por lo que te11emos una solución particular 

P (x-i/i) 3 
y = E I Y(x-2/2) 6 

la sol~ción general será de la forma 

P (x- 2/2) 3 3 k y :: El Y(x-t/2) 6 . + ¡: ckx . 
k=O 

Cálculo de las constantes ck 

derivando 

y' ( x) 

y(O) = O : c
0 

y(.U 
p 

= O = .E I 

3 2 = P 0 (x- .~,/2) + .--1:..... Y(x-9.,/ 2 )Cx-JU .2~ 
E I (2/2) 6 E I . 2 

+ c
1 

+ 2 c 2x + 3 c 3 x 2 
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pero 
3 

6 (x-Jl/2) = O 
(Jl,/2) 6 por 1.31 

sirnplif icando y': 

p 2 2 Y' (x) (x-t/2) + +2 = E I Y(x-9v/2) 2 c1 c 2x+3c
3

x 

derivando 

y'' (x) 
p 

(x-.R./2)' = - Y(x-Jl/2) + ¡;, I 2 c2 + 6 C3 X 

evaluando 

y" (o) = o = c2 

y" ( .Q,) o p 
( '),/ 2) + 6 c39v = - fI 

de donde 

-P 3 ~,Q,2 
C3 - 12 ET y c1 = 48 EI 

por lo tanto, la solución se:rá 

y(x) 
p Y(x-1/2)(x-~/ 2 ) 3 + 3 P.R.2 p 3 

-EI 48 EI X - 12 EI X 

3 • 5 Ej emplo_ 

Para apreciar mejor la benevolencia del m_étodo, aplique;rn9s_ 

lo a una vi_ga estáti·camente indeterminada. 

Consideremos la viga que tiene ambos extremo,s empotrados y 

soporta una carga concentrada o puntual P en x = a . 
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p ~ 
/ .--- a ----H --b~~) 

Me~ , % M 
A0j A C B~1'8 
~ --- --- 5l ,1,/ 

utilizando el resumen 3.2, tenemos que 

MAó'(o) si X ::: o 

Q(x) o Sl o < X < 5l ; X 1 a 
= 

P eta) Sl X ::: a 

-M8 S ( 5l) si X = 5l 

Para c¿\.lcular la ecuación de deformación de la viga hay 

que reEolver la ecuac i ón diferencial siguiente: 

d 4 " E I =-""-
dx 4 MA ó ' ( O ) - M8 . ó ' ( 5l ) + P ó ( a ) 

con la~ condiciones iniciales 

Solución: 

y(O) ::: y(Q,) = O 

y'(O) ::: y 1 (5l) ::: O 

convolucionando con 6 la e cuación 

usando 1.22 y 1.21 tenemos 

d4~ 
EI(~<'•y 

dx
4 

usando la nota 3,4 

y"(O) 

y"(Sl) 

MA 
::: 

EI 
M' B = - EI 



3 
E I ( Y(x) X ) y = 6 

3 
MA( Y(x) X 

~ 6 

+ p t ( 
a 

Y(x) 

,~ ( 

) ' -
3 

X 

6 

MA o ( O ) ... MB o (R. ) + p 6, (a), ) 

x3 
MB( Y(x) S- ) * º(t) + 

) 

de donde , una s o luc i ón paPticul ar es 

y = 
p 

MBy ( - a ) ( x- 9, ) 2 
EI x X, 2 

3 
+ P_ Y( _ )(x-a) 

EI x ª 6 

la solución general será de la f orma 

2 3 
y = yp + c

0 
+ c 1x + c 2x + c 3x 

Cálculo de las constantes , utilizando las condi c i ones ~ni 

ciales dadas: 

y(O) = o = e 
o 

MA 9-2 p 3 
Q, 2 1 3 y( R,) o (9,-a) 

+ c1 R. + + (1) = ::: EI 2 + EI c2 C3 6 . 

derivando y: 

y' 
M ·2 B P ( a) 

Y( n) ( n) Y( ) X-EI x-iv x-iv + EI · x-a 2 

evaluando en el punto x = O 

y 1 (O) = O = c 1 

evaluando en e l punto x = 1 



p 

EI 

derivando y' tenernos 

MA 
y" ~ EI Y(x) 

MB p 
EI Y{x-.R,) + EI Y(x-a) (x-a) + 

evaluando y 11 en x - .o 

y"(O) = 

-> 

evaluando y'' en x = i 

yll (,Q,) = 

del si tema de ecua'C!iofü:~s: 

ec.(1) 
MA 2 P b3 

2EIQ, TI 6 
M p 

( 2 ) A J., + c. 
EI EI 

= 

+ C3 i3 

b2 
+ 3 2 

2 
Pab . 

T 

-

c3 

M-
6 

- EI 

o 

Q, 2 = 

sustituyendo en la ecuaci6n (1); 

y de la 
. _; 

ecuacion ( 3) : 

n/<sa+b) 
6EIQ, 3-

( 3) 

o 

-·B2-

( 2 ) 
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sustituyendo en la ecuación general las constantes encontradas, 

tenemos la solusi6n del problema planteado: 

y(x) 

3.6 Ej emp lo 

Pb 2 (3a4b) x3 

6EI,Q, 3 

Por Gltimo, analicemos el caso de una viga simplemente apoyada 

con una carga concentrada P en el punto medio del primer tramo 

como se representa en la figura siguiente: 

,¡ 2,Q, .J 
p 

I+ ,Q,/2 + ,Q,/2 ~ ·I 

~' -

el diagrama de fuerzas correspondiente es 

y 

1- - - -- ji 
,p 

2 Q, 

I+ Q, 12 + + ~, / 2 +¡,+---- .l - - --+i 

R 1 

X 
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·para encontra..r la ecuación. de la curva de de flexión, la ecua 

ci6n diferencial a ~esolver será: 

.E I d\.: 
4 

dx 

con las condiciones iniciales 

y(O) = y(i) = y(2t) - O 

y"(O) = y"(2t} = O 

usando 1.22, 1.21 y la nota 3.4 tenemos 

3 
Eiy = PY(x-t/2)(x~i/ 2 ) 

p 6 

la solución general será de la forma 

- -- ( ) (x- 2) R1Y x-1 6 

- 2 
Eiy =y +e + c

1
x + c

2
x - + p o 

3 
C X 

3 

evaluando en las condiciones inial es 

Eiy(O) = o = e 
o 

ec. ( 1). E.Iy( 9,) P1
3 

+ º11+ 
2 + 3 - l:j. -8 e :t º3.1 = o 2 

3 

ec.(2) 27P1 3 :t
3 2 3 Eiy(21)= - R - ~ + 2c 1_t + 4c 2 :t + Bc 3 :t =O 

t~ 8 1 6 

derivando dos vec($S tenemos 

Eiy" = PYCx-1/2)(x-1·/2}-R1YCx-0(x.- ~)+ 



evaluando en las condiciones iniciales: 

Eiy"{O) "' O :;: 2c
2 

ec. (3) Eiy"(2R.) = ~ - R1 t t 12c 3.Ri - O 

de las ecuaciones (1) y (2) 

eliminando c 1 : 

ec. ( 4) 

PR.2 + 48 c 1 + 48 e 12 = O 3, 

de las ecuaciones (3) y (4) 

25P - 8R1 + 288c 3 = O 

3 P - 2R1 ~ 24 c 3 = 0 

r•esolvemos para R1 : . 

y para c 3 : 

11P 
1·6. 
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sustituyendo en la ecuación ( 1) lo.s c.o!'re.spondientes valores 
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de R1 y c 3 tenemos: 

Luego, l a soluci6n general es: 

NOTA: 

Todos los resultados obtenidos han sido cotejados, ya sean 

las flechas o los momentos, con los que se obtienen por los 

todos clásicos. 
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Conclusi6n 

Corno mostramos en el capítulo III y lo indicamos en la in 

troducci6n del presente trabajo, la Teoría de Di stribuciones 

tiene gran aplicabilidad en el campo de Resistencia de Materi~ 

les, raz6n por la cual se hace necesario entrar al estudio de 

esta rama de la matem&tica. 

Las distribuciones, al nivel que se necesita para sG apli _ 

oaci6n inmediata, puede ser estudiada luego de una buena forma 

ci6n sobre el c§lculo diferencial y integral, por lo que no se 

ve ninguna dificultad para que un ingeniero, sobre todo 1 un es 

pecialista en Análisis Estructural pueda conocer y aplicar · es 

ta parte de la matem!tica . aunque sea de una forma mecánica, a 

su campo de trabajo. 

Al concluir el presente trabajo, y mirando retrospectiva_ 

.mente considero' de gran necesidad dedicarse a hacer un tratado 

sobre Resiste.ncia de Materiales usando esta herramienta, para 

mostrar de una forma contundente la benevolencia del m€todo. 
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